9 Spezielle Zufallsprozesse

9.1 Punktfelder

Aufgabenstellung

e bisher: Simulation eindimensionaler Zufallsprozesse, z.B. Ankunftsprozesse in
der zeitlichen Entwicklung

e hier: Simulation von zweidimensionalen Zufallsprozessen, die z.B. eine Vertei-
lung von Teilnehmern eines mobilen Kommunikationsnetzes in der Ebene dar-
stellen

e Zweidimensionale Prozesse: Punktfelder (spatial process, planar process)

9.1.1 Punktfelder mit konstanter Punkteanzahl in einem Rechteck
o Erzeugung eines homogenen Punktfeldes mit n Punkten in einer rechteckigen
Flache [a1,a2]x[b1xbg]
o Literatur: Prof. Dr. Dietrich Stojan, Helga Stojan: , Fraktale Formen Punktfel-
der”, Akademie Verlag, 1992, Kapitel 3.2.4, S. 245
o Algorithmus
1. Wiederhole n Mal:
2. Erzeuge zwei Zufallszahlen z1, z2 ~ U(0,1)
3. Berechne Punkt (x,y) = (a1 +2z1 (ap -ag), by + z2 (bp -by))

o Punktfeld ist homogen und rotationsinvariant

9.1.2 Punktfelder mit variabler Punkteanzahl in einem Rechteck

e Inhalt der betrachteten Fldche: F
e Durchschnittliche Punkteanzahl in F: E[X]
e Intensitit des Punktfeldes: A=E[X]/F
e Anzahl der Punkte ist Zufallsvariable X und folgt einer diskreten Verteilung
e Erzeugung:
e Erzeuge X
¢ Erzeuge homogenes Punktfeld mit X Punkten gemafs 9.1.2



Héufige Anwendungen:
e Binomial-Punktfeld

e Poisson-Punktfeld

Binomial-Punktfeld

Binomial verteilte Anzahl der Punkte in der Fldche gemafs
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Obere Schranke: n

Poisson-Punktfeld

Punktfeld ist ein Poisson-Punktfeld, falls die Anzahl X der Punkte in F Poisson-
verteilt ist:
i
PX =1i) = (MT) e "M mit Intensitat A = %
i!
Wesentlicher Unterschied zur Binomialverteilung: die Poisson-Verteilung ist un-

beschrankt!
Erzeugung wie oben

Alternative, optimierter Erzeugungsalgorithmus in einem Rechteck

1. Erzeuge einen eindimensionalen Poisson-Prozess in (a,.a,) mit Rate
E|X
- EX
az —a1

2. Verteile die erzeugten Punkte gemdfs einer Gleichverteilung in (b,.b,).

Vorteil des optimierten Algorithmus:

o Vermeidung der Erzeugung von Poisson-verteilten Zufallsvariablen (Auf-
wandigkeit, numerische Instabilitét)

o Verwendung aller erzeugten Zufallszahlen fiir die Erzeugung von Koordi-
naten



eindimensionaler Poisson-Prozef}
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| zweidimensionales Poisson-Punktfeld

Abbildung 9.1: Erzeugung eines Poisson-Punktfeldes durch zweidimensionalen Poisson-Prozess (opti-
mierter Algorithmus)

o Frage: Ergibt der konventionelle und der optimierte Erzeugungsalgorithmus

dieselbe ortliche Punkteverteilung auf der x-Achse?

Beweis fiir die Erzeugung genau eines Punktes

Wir berechnen die Wahrscheinlichkeit, dass die x-Koordinate a des Punktes grofler
als ein ue[as; az] ist, alles unter der Nebenbedingung, dass nur X=1 Punkt realisiert
wird.

o Bei einer gleichverteilten Platzierung auf des einzelnen Punktes auf der x-

Achse gilt:
ap B
Pla>u|X=1)= j #da:u
L a2-ap  ap-ag

o Bei der Platzierung des Punktes auf der x-Achse durch einen eindimensiona-

len Poisson-Prozess gilt:



P(X=1)= [P(A; ~a)-P(A2 > (a2 ~a1)-akia -

al
E[X]
an * % an —————(an-a
o e e e gy X ey M2
a1 a1 aj —ag
aj
EIX] 77 Xl = pix] e EIX]
a2-a1

o Die Wahrscheinlichkeit, dass sich die x-Koordinate a des ersten (und in

diesem Fall auch des einzigen) Punkt weiter als u auf der x-Achse be-

findet ist:
a2
Pla>uaX=1)= [P(A]=a)-P(Ay>((ag—a)-a)lda=
u
a2
__E[X] i e EX]ga = 427U pry) oEIX]
ap-aj ap—aj

Pl@a>uaX=1) ap-u
P(X=1) ar—aj

o Damit ergibt sich Pla>u|X=1)=

o Die beiden Wahrscheinlichkeiten sind gleich und somit ist fiir X=1 die Gleich-
heit des Ergebnisses fiir den konventionellen und den optimierten Erzeu-

gungsalgorithmus gezeigt.

9.1.3 Punktfelder mit variabler Punkteanzahl in einer beliebigen Flache
Problem

o Fldche hat beliebige Form und Fldcheninhalt F*

o Mittlere Punkteanzahl in F': E[X]

o Rechteck ist Voraussetzung fiir obige Erzeugungsalgorithmen



Flache F*
(mit X Punkten,
Xist ZV)

Flache F
(mit n Punkten)

b, L=
ap ap

Abbildung 9.2: Erzeugung eines homogenen Punktfeldes in einer allgemeinen Fliche

Losung

e Beschreibe beliebige Fldche in ein Rechteck mit Fldche F ein.

e Generiere in die beliebige Fldche die entsprechende Anzahl Punkte

e Konstante Anzahl von Punkten

e Erzeuge solange Punkte fiir homogenes Punktfeld in der grofsen Flédche, bis

sich die gewiinschte Anzahl n= E[X"] in der beliebigen Fldche befindet

e Verteilung mit vorgegebenem Mittelwert von Punkten E[X"]

et it i beiden Fhschen atice X 1yt _EDX
e Punktintensitdt ist in beiden Fldchen gleich: ——=L1 =i = &
F

e Wihle als Mittelwert fiir die Erzeugung des homogenen Punktfeldes im Um-

schlieflenden Rechteck: E[X] = E[X* ] i*
F



Spezialfall Binomialverteilung

Randbedingung:

Mittelwert E[X] und obere Schranke n sollen eingehalten werden

Moglichkeit 1

Wie gerade eben beschrieben

Wihle F und setze E[X]= E[X* ]i*
F

Dann wihle: p = EXI_ i*
F

Nachteil: p<1 wird vorausgesetzt. Falls es keine rechteckige Fldche mit Fla-

E[x]

nicht anwendbar.

cheninhalt F<n-

gibt, die F* umschliefst, dann ist dieses Verfahren

Anzahl benotigter Zufallszahlen
e n fur die Berechnung von Binom(n,p)

e 2*E[X] fiir die Platzierung der Punkte

e Anzahl benétigter Zufallszahlen: n+2-E[X]=n+2- E[X* ] i*
F

Moglichkeit 2

Wenn im grofien Rechteck n Punkte erzeugt werden, fillt jeder Punkt mit

*

Wahrscheinlichkeit q = F? in die kleine allgemeine Fléche.

* *

E[X]

Es muss gelten: E[X*]=n~q =n-F?, somit F=n-



e Algorithmus

*

1. Konstruiere ein F* umschliefiendes Rechteck mit F =n- F—

E[X]
2. Erzeuge n Punkte in der Fldche F und akzeptiere die Punkte in F*

e Nachteil: falls es keine rechteckige Flache mit Flicheninhalt

F=n- B gibt, die F* umschliefst, dann ist dieses Verfahren nicht an-
E[X]

wendbar. (Problem wie bei Moglichkeit 1)

e Anzahl benétigter Zufallszahlen: 2*n

e Mboglichkeit 3

e Algorithmus (iibliche Accept-Reject Methode)

1. Erzeuge konstante Anzahl Punkte n in der kleinen beliebigen Flidche

E[X]

n

2. Akzeptiere jeden Punkt mit Wahrscheinlichkeit: p =

e Immer anwendbar

e Anzahl benétigter Zufallszahlen

*

F
e Punkt liegt mit Wahrscheinlichkeit q = + in F*
e Anzahl der benétigten Punkte ist negativ-binomial verteteilt mit

Parametern n und q

e Im Mittel werden n + E[Punkte auerhalb]=n+n- {l - 1} =n i*
q F
Punkte erzeugt

e Dann wird fiir n Punkte Accept/Reject durchgefiihrt

e Benotigte Anzahl von Zufallszahlen: 2-n i* +n=2-n- (i* +%] >3-n
F F



9.1.4 Inhomogene Punktfelder

o Literatur: Prof. Dr. Dietrich Stojan, Helga Stojan: , Fraktale Formen Punktfel-
der”, Akademie Verlag, 1992, Kapitel 3.3.3, S. 257

9.1.4.1 Inhomogene Poisson-Punktfelder

o Gegeben:
o Intensitdt des Punktfeldes A(x,y)

o Maximum A = max(K(X,y))
X,y

o Erzeuge homogenes Poisson-Punktfeld mit Intensitat A"

o Anwendung der Accept-Reject-Methode fiir jeden Punkt

o z< %: accept

o ansonsten: reject

9.1.4.2 Clusterfelder

o Literatur: Prof. Dr. Dietrich Stojan, Helga Stojan: , Fraktale Formen
Punktfelder”, Akademie Verlag, 1992, Kapitel 6, S. 334

Neyman-Scott-Felder
o Grundlage
Elternpunkte, die als homogenes Poisson-Punktfeld mit Intensitit A erzeugt
werden und Clusterzentren bilden

Beispiel: Matern-Clusterfeld
o Homogenes Poisson-Punktfeld um den Elternpunkt mit Radius R

o Intensitdt um Clusterpunkt 0: d(x) =14 ;.R2 <R
0 sonst
<R

2-r
o Aquivalente Darstellung: d(r)=< ..g2 |
0 sonst

, wobei r die Entfernung zum

Clusterpunkt ist
o Erzeugung der Punkte des Clusterfeldes
o Erzeuge Poisson-verteilte Anzahl der Punkte X im Clusterfeld
o Erzeuge Koordinaten fiir jeden Punkt:
»  Winkelkoordinate: [0,2m)



* Entfernung zwischen [0,R] geméafs der Dichte d(r)
» Haufige Fehlerquelle: d(r) ist keine Gleichverteilung [0,R]!
o Um Randeffekte zu vermeiden, sollte das betrachtete Rechteck um 2*R nach
auflen erweitert werden, da sonst Punkte von Clusterzentren im Randgebiet
unberticksichtigt bleiben konnten
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Bild II1.8. Ausschnitt einer simulierten Realisierung eines Clusterfeldes. Die Cluster-
zentren (Elternpunkte) bilden ein Poisson-Feld der Intensitdt 50; zu jedem Cluster
gehoren finf Punkte. Sie sind in einem Kreis mit dem Radius 0,05 gleichmiBig
verteilt, (Die Linge der unteren Kante des Rechtecks ist gleich 1.)

Abbildung 9.3: Matern-Clusterfeld (aus Stojan, S. 250)



9.2 Instationare Poisson-Prozesse

9.2.1 Aufgabenstellung

e Dbisher: Simulation (homogener) stationdrer Poisson-Prozesse mit Rate A :

Zwischenankunftszeit A; =t; —tj_1 ~expo(1/)
Erzeugung: U~U(0,1), t; < tj_1—-InU/A

e hier: Simulation instationdrer Poisson-Prozesse mit zeitabhingiger Rate A (t) :

9.2.2 Methoden und Losungsansatze

9.2.2.1: Ausdiinnen (Thinning, Accept-Reject-Methode)

notwendige Annahme: A =max A (t) <o
t

& *
Erzeugung eines stationdren PP {t; } mit Rate A und anschlieflendes Ausdiin-

nen mit Wahrscheinlichkeit 1-A(t; ) / ”

PP mit Rate A"
/

*
F-o oo-09 PSP PP P P DU PR
n t
j ausgediinnt
e Erzeugung:

1. Setze t «t;_q
2. Erzeuge Uq,U, ~U(0,1)

3. tet-InU; /2"
4. Falls Uy <A(t)/A", dann t; < t . Sonst Schritt 2.

Vorteil: einfaches Verfahren

Nachteil: ineffizient, falls A (t) deutlich kleiner als A



9.2.2.2 Transformation (Inversionsmethode)

e mittlere Anzahl von Ankiinften in (0,t) : A (t) = E[N(t)]= _[(;k (t)dt

e Idee: Erzeuge Ankiinfte t; fiir PP mit Rate 1 und transformiere durch AT (t;),

damit korrekte mittlere Anzahl von Ankiinften in Intervall (0, t;)

A(t)

PP mit Rate 1

transformiert

e Erzeugung:
1. Erzeuge U ~ U(0,1)
2. t'i “«— t'i—l —In U (PP mit Rate 1)
3. t; <« AN (ty)
e Vorteil: alle erzeugten Zufallszahlen werden verwendet

e Nachteil: Inversion von A (t)



9.2.2.3 Vorwarts-Integral-Methode (direkte Inversionsmethode)

e T,y: Zufallsvariable fiir die Zwischenankunftszeit von einem Ereignis zum

Zeitpunkt tg bis zum néchsten Ereignis

e Verteilungsfunktion von Ty,

to+tA
Fiy (ta) = P(Ta 1o <ta) =1 -exp(- [ AH)dp)
to

(Verteilungsfunktion abhédngig vom beobachteten Ereigniszeitpunkt)

e zeitabhdngige Verteilungsfunktion kann zusammen mit der Inversionsmethode
zur Erzeugung von Ereignissen (Vorwirts-Integral) eingesetzt werden

Herleitung :

A(t)

e Betrachtung eines Ereignisses zum Zeitpunkt t
e Unterteilung der Zeitspanne (tg, t) in n gleiche Abschnitte der Lange At
e Approximation der Ratenfunktion A(t) durch eine Treppenfunktion mit
Ai = A(tg+(1-1)At)
e Wahrscheinlichkeit, dafs wihrend des i-ten Zeitabschnittes kein Ereignis eintrifft:

P(()i) e - LAt

e Wahrscheinlichkeit, dafd im Zeitintervall (t(, t) kein Ereignis eintrifft:

LN - R WY &
P(Ta,tg >ta) = [Py =11 e = exp (-At D 1)
i=1 i=1 i=1



e Grenziibergang n—  , At— 0

to+ta

FS) (t2) = P(Ta g >ta) = lim exp(at X0a) = expl- | A0
At—0 i=1 to
to+ta
oder Fi, (tA) = P(Ta,tg <ta) =1 - exp(- [ wMpdt) , qed.
to

Simulation eines Uberlastimpulses

A }\,(t)
2 stationdre Grundlast
1
t ”
Fig ta) = 1 -exp(-A1ta -K(to, tA))
to+ta
mit Korrekturterm K(tg, ta) = j Ay (t) - dt

to



Beispiel: Dreieck-Uberlastimpuls

M) = A+ Ay (b)

t
— (A2 = N1) 0<t< tq
tq
) tr -t
mit Ay (t) = P (Ap —2A1) t] <t<ty
2-1
0 sonst
y
Alt)
}2 : Al.h=o.1
12 h=0.5‘
J\'1
t ) , tQ
0 5 10 15
{ : ) ) ermittelte
R 'tOO 1t it02 t03 Ereignisse

t/h
H i=0' 1 ;---}

(tp=t-ty;



zeitabhdngige Zwischenankunftsverteilungsfunktion:
-A1tA -K(tg st
Fig(ta) =1-e *1tA (to tA)

mit Korrekturterm K(tg,ta)

tp< 0
0 tg<t< 0
)
- 0<t<ty
K(tO tA): M t
? (p-9)? t] < t< ty
tr) —t1
to t=ty
0<tp<ty
t% -7
tg < t< tq
t1
2 2
_ t _
K(tp , ta) = _7»227»1 4 -0 B Rk t] < t<ty
t1 tr) —t1
2
t
tz-ﬁ t >ty
t1 <tp< tp
2 2
(t2—tg) " -(ta 1) b < t< t
Aoy — A th —t1
K(tg,ta) = N2 A )
2 (t2 —to) -
tr —t1
top = to




Bestimmung von A (t) aus Messungen:

Einteilung der Mefsperiode in gleich lange Intervalle der Breite At =t; —t;_1.
Messung der Anzahl der Ankiinfte N;in Intervall i: A;(t) = N; /At t;_q <t<t;
Zur Erhohung der statistischen Signifikanz tiber mehrere Messungen mitteln

(Problem: Wahl der Intervallbreite At: Kompromifd zwischen zu gezacktem und zu
glattem Aussehen von A (t))



9.3 Bedingte Verteilungen (LK 8.5.1)

o

O

Verteilung der Zufallsvariablen X(S) hdangt von einem anderen Parameter S ab.
Beispiele fiir S:
o Systemzustand
o andere Zufallsvariable
Spezifiziere eine Verteilungstyp und Verteilungsparameter fiir alle Werte von
S
Realisiere X(S) mittels der dazugehorigen Verteilung
Fiir die Reduktion von Modellkomplexitit geeignet
Beispiel:

o Anzahl der Ankiinfte X eines Poisson-Prozesses innerhalb eines Inter-
valls fester Grofie L ist Poisson-verteilt (Einsparung der Modellierung
der Ankiinfte)

o Annahme: Intervalllinge L nicht konstant
Anzahl von Ankiinften kann durch X(L) modelliert werden.

9.4 Mehrdimensionale Zuvallsvariablen (LK 8.5.2)

Realisierung mehrerer gleichzeitiger Zufallsvariablen X(ti)
Xj(ti) hdangt nicht von Vorgadngervariablen Xj(ti.1) ab aber von anderen gleich-
zeitigen Variablen z.B. Xj(ti)
Beispiel: Intervalllinge L und Anzahl von Ankunftsereignissen X

o Realisierungsmoglichkeit durch bedingte Verteilungen
Im Allgemeinen miissen gleichzeitige ZV nicht unabhéingig sein, insbesondere
kann gelten: cix=COV(X;, Xk)=0

o Realisierungsmoglichkeiten bei gegebener Kovarianzmatrix: Mehrdi-

mensionale Normal bzw. Lognormalverteilungen (LK 8.5.2)

9.5 Stochastische Prozesse (LK 6.10.3, 8.5.6)

Zufallsvariablen, deren Realisierung von Vorgangerzufallsvariablen abhangt, kon-
nen durch einen stochastischen Prozess modelliert werden. Es handelt sich hier nicht
mehr um IID ZV!

Beispiel: Autoregressiver Prozess (AR)

Erzeugungsvorschrift: X; =p +[ > oy - (K_k - u)] + &

©)
@)
@)
@)

O<k<p
p: Ordnung des Prozesses (=Anzahl berticksichtigter Vorganger-ZVs)
w: Mittelwert der X;
&i: normalverteilte Zufallsvariable mit Mittelwert 0
¢x: Wichtungskoeffizienten



Es gibt noch viele andere dhnliche stochastische Prozesse. Literatur dazu findet man
unter dem Stichwort , Zeitreihen” (R. Schlittgen, B. Streitberg: Zeitreihenanalyse, Ol-
denbourg, 1995)

9.6 Memory Markov Chain (MMC)

9.6.1 Markovketten

o O

o O

Zustandsraum S=sp ... sn1 (z.B. {0,1})
Zufallsabhdngige Zustandsubergange Bsp

Py=0.3
pm_07

Wabhrscheinlichkeit des ndchsten Zustandes hiangt vom aktuellen Zustand ab
Entspricht bedingter Zustandstibergangswahrscheinlichkeitsverteilung
o pj,j ist dabei die Wahrscheinlichkeit fiir eine Zustandsanderung von s;

nach s;
o Esgilt: Y pjj=1
j
o Anordnung der Ubergangswahrscheinlichkeiten in der Zustandsiibe-
0.3 0.7]

09 0.1

Folge der mit Hilfe von P erzeugten ZV nennt man Markovkette
Die Wahrscheinlichkeit, dass sich die Markov-Kette nach k Ubergéngen im
Zustand s, befindet wird mit my (s, ) bezeichnet.

rangsmatrix P, Bsp.: P = [

m = (n(sg) -+ mi(sp—1)) charakterisiert Wahrscheinlichkeitsverteilung
des Zustandes nach k Zustandstibergiangen

Sie kann berechnet werden durch ny = my_1-P=mny .pk

Durchschnittliche Zustandswahrscheinlichkeit der ersten k Zustdnde hangt

vom Anfangszustand ab: m(k )= = 2mj= l ZPj
ko 0<j<k
Der Grenzwert ©= lim n(k)= lim 1 2 mj= lim | mp- ZPj konver-
k—oo k— k O<]<k k—0 0Sj<k

giert immer und wird als stationdre Zustandsverteilung bezeichnet.
Es gilt: m=mn-P (nist Eigenvektor von P zum Eigenwert 1, existiert immer fiir
stochastische Matrizen)



o Falls P nicht zerlegbar ist, ist die stationdre Zustandsverteilung m unabhingig
vom Anfangszustand ny und somit eindeutig.
T
o Sieist in jeder Zeile der Matrix P* =| : | enthalten. Bsp.:

» (05625 0.4375
105625 0.4375

o Einfache Systeme kdnnen als Markovkette modelliert und simuliert werden.

9.6.2 Struktur und Parametrisierung der MMC

Literatur: O. Rose, ,A Memory Markov Chain for VBR Traffic With Strong Positive
Correlations”, 16th International Teletraffic Congress, Edinburgh

Problem
o korrelierte Zufallsvariablen, deren Korrelationen sich nicht oder nur schwer
mittels herkommlicher stochastischer Prozesse beschreiben lassen.
o Beispiel: Folge von Paketgrofien komprimierter Sprachproben
31,31,31,31,11,4,4,4,12,4,4,31,31,31,11,4,4,4,12,4,4,31,31,11, 4, 4, 4,
12, 4,31, ...

Idee
o Eine Variable S charakterisiert den Zustand eines Prozesses
o Firjeden Zustand gibt es eine Bedingte Verteilung, die zur Realisierung einer
Zufallsvariable genutzt wird.
o Nach jeder Realisierung einer Zufallsvariable kann sich der Zustand S @ndern.

Simulation
o Realisierung der ZV gemdfs der Verteilungsfunktion fiir X(S)
o Berechnung des nédchsten Zustandes der Markov-Kette gemaf3 der diskreten

von S=i abhédngigen Verteilungsfunktion (JrPi, j )je Dom(s)

Ubergangsmatrix passend zum obigen Beispiel und zur Abbildung 9.4

p 1-p O 0 0 0 ]
p 0 1-p O 0 0
p_|P 0 0 1-p O 0
p O 0 0O 1-p O
p O 0 0 0 1-p
p 0 1-p O 0 0




Abbildung 9.4: Zustandsiibergangsdiagramm fiir die steuernde Markov-
Kette einer MMC. Der aktive Anteil des Teilnehmers am Gespriich ist p
und die Aktivzeiten sind geometrisch verteilt. Die Zahl im Kreis ent-
spricht einer Ausgabefunktion fiir die ZV in diesem Zustand.

Parametrisierung der MMC

@)
@)

MMC(W, Ms, Ma)

Parameter: Fensterldnge W, Stichprobenzustandsgrofie Ms, Durchschnittszu-
standsgrofie Ma

Stichprobenmenge xi, ..., Xx

=t > x furi=W+1, ..., N

W ok=itw
Generierung von Paaren (sample,average)= (xi p xi)
Reduktion der Paare auf einen geeigneten Zustandsraum

o Zustandsraum (mis,mf1 e{l,...Mg}x{l,..M,}

1 Xi = mln(xl)
o md= Xi —min(xj)
1 —— ‘Mg | otherwise
max{x; - min(x;)
J j
1 Xi = min(Qj)
)
o md= Xi —.m.in(;j)
1 ] . .
m?lx(;]')— min(xj) M, | otherwise
J j



o Zuordnung (XI,XI ( )

o Aufzdhlung der Zustande ( > ?) aufsteigend nach absoluter Ord-

nung
o Bestimmung der Ubergangswahrscheinlichkeitsmatrix P anhand der

Zeitreihe (mis,m?)
o Bestimmung der stationdren Zustandsverteilung n
o Assoziation der Zustdnde 1, ..., Ms mit einer Ausgabefunktion s(j) ftir

Zufallsvariablen:
3 olm$ i) x
S(]) _ W<i<N —
S(mi '1)
0 m’ #j
- oot -y
1 m; =]

» Vektor s enthilt die zu n entsprechenden ZV-Gréfien und diag(s)
ist die dazu entsprechende Diagonalmatrix.
o Vergleich von empirischer und theoretischer Korrelation
o Empirische Korrelation (siehe Kapitel 2, TIAutocorrelationCounter)

= COV[X,Y]=—— SE[X; -X(@)|-[¥; - Y]
-~ 0<i<n
o Theoretische Korrelation (siehe Kapitel 2)

1
* Berechnung der Momente: E[Xk] = n-diag(sk)- :
1
= Allgemein:
Cov[X, Y] = E[(X - E[X])- (¥ - E[Y]] = E[X- Y] - E[X]-E[Y]
analog fiir Markovketten:
1
= Cov(k)= n-diag(s)-Pk -diag(s)-| : [-E Xz]
1

o Falls empirische und theoretische Korrelation nicht gut tibereinstimmen, wéh-
le andere Parameter W, Ms, Ma!



9.7 Zufallsgraphen

o Reprédsentation von Rechnernetzen als Graphen G=(V, E)
o V:Knoten = Router
o E:Kanten = Links
» ungerichtet = bidirektional (hier)
» gerichtet = unidirektional (auch moglich)
o Knotengrad §(v), veV: Anzahl der Links mit denen v verbunden ist
o Durchschnittlicher Knotengrad §*=2- |E|/ | V|
o Durchmesser des Netzes: langster kiirzester Weg zwischen zwei Kno-
ten im Netz
o Zusammenhang:

* Einfach zusammenhéngend: Loschen eines Knotens erzeugt
mindestens zwei nicht-zusammenhédngende Zusammenhangs-
komponenten. Das Netz ,, zerfallt”.

* Definition analog fiir Links moglich.

» Definition analog fiir mehrere Knoten moglich.

» Beeinflusst Anzahl (disjunkter bzw. moglicher) Pfade zwischen
je zwei Knoten und somit die Ausfallsicherheit in einem Netz.

o Simulation typischer Netze aus der Realitat
o Problem: Aussagen nur fiir dieses Netz giiltig
o Frage: Abhdngigkeit der Ergebnisse von der Topologie?

9.7.1 Zufallsgraphen mit vorgegebenen Eigenschaften

o Vorgegebene Anzahl von Knoten wird in einer Ebene erzeugt
o Methoden zum Verbinden der Knoten durch Kanten
1. Einfaches Modell: Kante zwischen zwei Knoten u und v existiert mit
» statischer Wahrscheinlichkeit p
» Nachteile:
e Anzahl der Links ist variabel, durchschnittlicher Knoten-
grad ist nicht kontrollierbar
e Verbindungen tiber weite Strecken sind genauso wahr-
scheinlich wie die zwischen sehr nahen Knoten in der
euklidischen Ebene = keine Lokalitdt (= rdumliche Be-
grenztheit) der Links
2. Waxman-Modell: Kante zwischen zwei Knoten u und v existiert mit
* Entfernungssensitiver Wahrscheinlichkeit
P(u,v)=o-exp(-d/(B-L)), wobei
e O<o,B<1 gilt,
e d die euklidische Distanz ist und
¢ L die maximale Distanz zwischen zwei Knoten ist.
» Es gibt viele Variationen dieser Erzeugungsart



3. Methode zur Kontrolle des minimalen, durchschnittlichen und maxi-
malen Knotengrades

» Iteratives Hinzuftigen von |E|=6§"|V| /2 Kanten

* Vermeidung von Schleifen und Parallelen

* Beachtung des minimalen und maximalen Knotengrades

» Zufilliges Verbinden von Knotenpaaren, die diese Vorausset-
zungen erftillen

4. Kombination aus 2. und 3.

* V. Menge der fiir einen Link in Frage kommenden Quellknoten

mit folgenden Invarianten:
e Anfangs: deg(v)=0ve V,
e Dann: deg(v)<degmin Ve Vq
e Dann: deg(v)<degmax ve Vg

» Waihle zufillig voe V,

* V,: Menge der fiir einen Link (v, v,,) in Frage kommenden Ziel-
knoten mit denselben Randbedingungen wie oben und zusétz-
lich

e Vermeidung von Schleifen
e Vermeidung von Parallelen

» Gewicht einer Kante wie im Waxman-Modell:
P(u,v)=a-exp(-d/(-L))

* Induktion einer Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zielknoten

__Plvg,w)
> P(ve,v)

VeV

*

auf Vo: py, (W)

Wahl von v,eV,, gemifs dieser Verteilung.

9.7.2 Tools zur Modellierung typischer Internet-Strukturen

o Die Modellierung von typischen Internet-Strukturen (Zugangsnetze, Kernnet-
ze, Autonome System, ...) ist ein eigenes Forschungsgebiet.
o Uberblick und mehr Material unter
http:/ /topology.eecs.umich.edu/
o Es gibt Topologie-Generatoren, die typische Graphen liefern
o http://www.cs.bu.edu/brite/
o http:/ /www.cc.gatech.edu/projects/ gtitm/
o http:/ /topology.eecs.umich.edu/inet/




