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제 1 장 파생금융상품

1 . 서 론

이 책에서는 파생금융상품의 가격결정에 이용되는 계량적 방법들을 소개하고

있다. 즉, 파생금융상품 가격결정의 배경을 이루고 있는 수학적 이론에 관하여 설

명하고 있다. 그러면서도 이 책은, 현재 금융시장에서 실제로 이용하고 있는 수학

적 개념들에 관하여 알기 쉽고 경험적인 방법으로 개괄하고 있다.

그와 같은 내용을 다루기 위해서는 먼저 자산가격결정의 원리에 관한 논의가

필요할 것이다. 이 책은 여러 부분에서, 공식적으로 이용되고 있는 자산가격결정방

법에 관한 이해를 도울 수 있도록 풍부한 예제를 제시하고 있다. 따라서, 먼저 앞

으로 논의의 대상이 될 여러 가지 증권유형에 관하여 짧게나마 짚고 넘어가야 할

필요가 있다. 본 장에서는 이와 같은 증권들에 대하여 간략하게 논의하고 있다.

파생상품론에 관하여 좀 더 심도있는 지식을 필요로 하는 독자들은 이 분야에 관

한 다른 책들을 참고하면 된다. Hull (1993)의 책은 파생상품 분야에서 훌륭한 교과

서라 할 수 있다1). J arrow와 T urnbull (1996)의 책에서는 Hull과는 다른 접근법을

시도하고 있다2). 좀 더 고급과정의 내용을 담은 책으로는 Ing er soll (1987)과

Duffie (1996)의 책을 꼽을 수 있으며, 이들은 기초이론에 많은 비중을 두고 있다3).

Das (1994)의 책은 파생상품거래와 연관된 실제적인 문제들에 관하여 잘 정리하고

있다4).

본 장에서는, 먼저 두 가지 기본적인 파생금융상품, 즉 옵션 (opt ion s )과 선도,

선물(forw ards or fu tures )에 관한 내용을 다루게 된다. 그 다음엔, 이들 보다 더

복잡한 형태를 지니는 스왑(sw ap s )에 대하여 소개할 것이다. 마지막으로, 스왑을

여러 개의 기본적인 선물 및 옵션으로 분해하여 이해할 수 있음을 설명할 것이다.

스왑을 기본 요인들로 분해하는 것은 매우 실제적인 작업이다. 즉, 선물 및 옵션의

가격을 적절히 평가할 수 있다면, 그것으로 어떤 형태의 스왑이라도 구성할 수 있

1) John Hull, Op tions, F utures and Other D erivative S ecurities , Prentice Hall, 1993(3rd

ed. in 1997).

2) R. J. Jarrow , and S . T urnbull, D erivative S ecurities , South Western , Cincinnati, 1996.

3) J . Ingersoll, Theory of F inancial D ecis ion M ak ing , Rosman and Littlefield, 1987.

Darrell Duffie, Dynam ic A ss et P ricing , 2nd. ed., Princeton University Press , 1996.

4) Satyajit Das , Swap and D erivative F inancing , Revised Ed. Probus , 1994.



으며, 또한 그것의 가격을 결정할 수 있다는 것이다. 본 장에서는 이 책 전반에 걸

쳐 사용되는 공식적인 기호에 관해서도 언급하고 있다.

2 . 정 의

전문가들은 파생상품이란 주식, 채권, 통화 (curr encies ) 및 상품 (com m odit ies )

과 같은 현물시장상품으로부터 파생된 가치를 지니는 금융계약 으로 정의하고 있

다5). 반면에, 학자들은 그 보다 더 엄밀한 의미를 부여하여, 파생상품을 다음과 같

이 정의하고 있다.

정 의 : 어떤 금융계약의 가치가, 만기일 T 에, 현물기초자산의 T 시점에서의

시장가격에 의하여 정확하게 결정된다면, 이것을 파생증권 (d er ivativ e s ecur ity ) 또

는 조건부 청구권 (cont ing ent cla im )이라고 한다6).

즉, 파생상품계약의 만기시점을 T 로 표시할 때, 만기시점에서 파생자산의 가

격 F (T )는 기초자산의 가치 S T 에 의하여 완전하게 (com plet ely ) 결정된다. 만기가

지나면 그 파생증권은 소멸하게 된다. 파생자산이 이렇게 단순한 특성을 가진 다

는 사실은 이들의 가치평가시에 상당히 중요한 역할을 하게 된다.

이후로 F (t )와 F (S t , t )는, t 시점에서 기초자산 S t에 대하여 발행된 파생상품

의 가격을 나타내는 기호로 혼용하게 될 것이다. 때때로 파생금융자산에서 어떤

현금흐름 (pay out ) d t가 발생한다고 가정할 수도 있다. 또, 어떤 경우에는 이 현금

흐름이 0이 될 수도 있다. T 는 항상 만기일을 나타내는 것으로 보면 된다.

3 . 파 생상 품 의 유 형

파생증권들은 일반적으로 다음과 같이 세 개의 그룹으로 분류할 수 있다.

선물 및 선도 (F utures an d forw ards )

옵션 (Opt ion s )

5) Derivative securit ies are financial contracts that derive their value from the cash

mark et instruments such as stocks , bonds , currencies and commodities . (Klein and

Lederman (1994), pp. 2- 3 참조)
6) A financial contract is a derivative s ecurity , or a conting ent claim if ist value at

expiration date T is determined ex actly by the market price of the underlying cash

instrument at time T . (Ingersoll, 1987)



스왑 (S w aps )

선도와 옵션은 기본적인 구조(bas ic build ing blocks )로 생각할 수 있다. 스왑

이나 다른 복잡한 형태의 파생상품들은, 결국에는 기본이 되는 선도 및 옵션 등으

로 분해될 수 있기 때문에, 일종의 혼성증권 (hybrid securit ies )으로 보면 된다.

여기에서, S t를 어떤 현물상품에 대한 가격이라 하고, 이것을 기초증권

(und erly ing s ecur ity )이라 부르기로 하자.

이들 기초자산은 다섯 가지의 주요 그룹으로 분류할 수 있다.

주식 (St ock s ) : 재화(goods )나 서비스 (serv ices )를 생산함으로써 발생하는

실제 수익( r eal r eturn s )에 대한 청구권을 의미한다.

통화 (Currencies ) : 정부 또는 은행의 부채 (liabilit ies )로서, 실물자산에 대

한 직접적인 청구권을 의미하지는 않는다.

금리 (In t er est rates ) : 금리자체는 실제 자산이 아니라 명목자산이다. 명

목자산 (n ot ional a sset )은 미래에 금리가 움직일 방향에 대하여 포지션을 취할 수

있도록 고안된 일종의 장치라 볼 수 있다.

이와 같은 종류의 상품으로는, 미재무성에서 발행하는 장기채권(bonds ), 중기

채권(notes ), 단기채권(bills ) 등에 대한 파생상품이 있으며, 이것들은 정부의 차입

수단(debt in strum ent s )이 된다7). 이들 상품들은, 정부가 정해진 날짜에 특정 금액

을 지급하기로 하는 일종의 약속이라 볼 수 있다. 이들 장기채권, 중기채권, 단기

채권에 대한 파생상품포지션을 보유하게 되면, 다양한 방향으로 움직이는 금리에

대하여 포지션을 취한 것과 같아진다. 그러나, 이와 같은 파생상품들은 대부분의

경우 명목자산 (n ot ionals )이 아니라 실질자산이며, 기초자산을 실제로 인도하게 될

수도 있다8). 금리파생상품의 경우, 당사자가 금리자체를 인도할 수는 없다는 것을

주의하여야 한다. 이들은 현금결제 (cash set t lem ent )로 거래를 종료하게 된다.

지수 (In dex es ) : S &P 500과 F T - SE 100은 대표적인 주가지수 (stock

in dex )라고 할 수 있다. CRB 상품지수 (com m odity in dex )는 상품가격으로 구성된

지수이다. 이것들 역시, 실물자산은 아니다. 그러나, 명목금액에 대하여 파생상품계

약이 성립될 수 있고, 기초지수의 움직이는 방향에 대하여 포지션을 취할 수도 있

7) 역자주 : 이후로 미재무성장기채는 T - bonds , 중기채는 T - notes , 단기채는 T - bills로 표

기할 것이다.
8) 파리(Paris )에서는 명목적인 프랑스 정부채권( notional French government bonds )에

대하여 상당한 금액의 파생상품이 거래되고 있다.



다.

상품 (Com m odit ies ) : 주요 상품으로는 다음과 같은 종류를 들 수 있다.

분말류 (S oft com m odit ies ) : 코코아, 커피, 설탕 (sug ar )

곡물 (Grain s ) 및 종자용 씨앗 (oilseeds ) : 보리 (barley ), 옥수수 (corn ), 면

화(cot t on ), 귀리(oat s ), 야자유 (palm oil ), 감자(potat o), 대두(soybean ), 가

을밀 (w int er w heat ), 봄밀 (sprin g w h eat ) 등

금속류 (M et als ) : 구리 (copper ), 니켈(nickel), 주석(t in )

귀금속류 (P reciou s m et als ) : 금, 플라티늄 (plat inum ), 은

가축류 (Liv estock ) : 생우(cat t le ), 생돈 (h og s ), 돼지고기 (pork bellies ) 등

에너지류 (Energy ) : 원유 (cru de oil ), 연료용 기름(fuel oil) 등

이와 같은 기초상품군은 금융자산 (finan cial as set s )이라 하지 않고, 상품

(g oods )으로 보아야 한다. 즉, 이들 상품들은 대부분의 경우 물리적인 (phy sically )

매입 및 저장활동을 수반하게 된다.

3 . 1 현 물 매 입 보유 시 장

일부 파생상품은 현물매입보유시장 (cash- and - carry m ark e ts )의 상품에 대해

서도 거래가 이루어 진다. 금, 은, 통화 (curr en cies ), T - bon ds 등은 현물매입보유시

장의 상품으로 분류할 수 있다.

이러한 종류의 시장에서는, 무위험이자율로 차입 (borrow )(실질적으로 보유하

고 있는 유형의 기초자산을 담보로 하여)한 후, 해당 상품을 매입 (buy ) 및 저장

(s tore )하고, 특정 파생상품계약의 만기일까지 그 상품을 보험 (ins ure )처리 하게 된

다. 따라서, 이와 같은 상품에 대하여 선도 또는 선물계약을 취하면 전자와 동일한

효과를 얻을 수 있다.

예를 들어, 무위험이자율로 차입하여, T - bon ds를 매입하고, 이것을 T - bon ds

선물계약의 만기일까지 보유할 수도 있다. 이것은 선물계약을 매입한 후, 만기일에

기초자산을 인수하는 것과 동일하다. 통화 및, 금, 은, 오일 등에 대해서도 이와 유

사한 예를 설정할 수 있다9).

순수 현물매입보유시장 (pure ca sh - an d- carry )은 이상에서 설명한 것 이외에

또 다른 특징을 가지고 있다. 그것은, 미래에 발생하게될 기초자산에 대한 수요 및

9) 그러나, 원유의 경우에는, 저장과정에서 많은 비용이 들 수 있다. 환경(environment ) 및

다른 요인들에 의 하여 원유를 저장하는 것이 매우 어려울 수 있기 때문이다.



공급에 관한 정보는 현물가격과 선물 (선도)가격 간의 스프레드 (spread )에 영향을

미치지 않는 다는 것이다. 따라서, 이와 같은 스프레드는 주로 무위험이자율, 저장

비용 및 보험비용 등에 의존하게 된다. 미래에 발생하게될 기초자산에 대한 수요

및 공급과 관련된 어떠한 정보에도 현물가격과 선물가격은 같은 크기로 변하게

될 것이다.

3 . 2 가 격 발 견 시장

두 번째 유형의 기초자산으로는 가격발견시장 (p rice d iscovery )에 속한 자산

들을 꼽을 수 있다. 이러한 시장에서는 특정한 미래의 만기일이 도래할 때 까지

물리적으로 현물기초자산을 매입하거나 저장할 수 없다. 이 시장에 속한 상품들의

경우, 소멸성이 강하기 때문에 (p erishable ) 저장해 둘 수 없다거나, 파생상품이 거

래되는 시점에 그에 상응하는 현물시장이 존재하지 않을 수도 있다. 한 예로 봄밀

에 대한 계약을 들 수 있다. 봄밀에 대한 선물계약이 거래소에서 체결될 때, 그에

상응하는 현물시장은 아직 존재할 수가 없는 것이다.

무위험이자율로 차입한 후, 현물을 매입하고, 그것을 특정 만기일까지 저장해

두는 전략은 가격발견시장에는 적용될 수 없다. 이 시장에서는 기초상품에 대한

미래의 공급 및 수요에 관한 어떤 정보도 현물가격에 영향을 미칠 수 없기 때문

이다. 그러나, 선물시장에서는 그와 같은 정보가 어떤 영향력을 지니며

(d is cov ered ), 기호로도 나타낼 수 있다.

3 . 3 만 기 일

파생자산의 가격 F (t )와 S t 간의 관계는 만기일 T 가 되어야 정확히 (또는 결정

적으로) 알 수 있다. 선도 또는 선물의 경우, 당연히

F ( T ) = S T

(1)

가 성립할 것이라 생각할 수 있다. 즉, 만기일에는 선물가겨의 가치가 해당 현물의

가치와 동일하여야 한다는 것이다.

예를 들어, 100 트로이온스10)의 금을 인도하기로 하는 선물계약 (이 계약은 거

10) 역자주 : troy ounces ; 금형(金衡; troy)이라는 것은 금 은 보석의 무게를 다는 형량

(衡量)으로서, 12 온스가 1파운드 임.



래소에서 거래되는 것임)의 가치는 이 계약의 만기일 (exp iration date )에 금 100

트로이온스의 실제시장가치와 다를 수 없다. 이들은 T 시점에서 동일한 값을 가진

다. 따라서, 금선물의 경우 만기에 (1)식이 성립한다고 말할 수 있다.

다른 시점, 즉 t T 인 경우에는, F (t )가 S t와 다를 수 있다. 그러나, 이 때

에도 물론, S t와 F (t )를 서로 연결시켜 주는 어떤 함수 (f unction )를 결정할 수 있

다.

4 . 선 도와 선 물

선물과 선도는 손익선이 직선으로 나타나기 때문에 선형상품 (lin ear

in st rum ent s )이라 한다. 본 절에서는, 선도의 경우를 설명하고, 마지막에 선물과

선도의 차이점에 대하여 짧게 언급할 것이다.

정 의 : 선도계약은 정해진 날에 약정한 선도가격 (f orward p r ice )으로 기초

자산을 매입 (매도)하기로 하는 일종의 의무 (obligation )이다.

만기일과 선도가격은 계약이 성립할 때 결정되어 진다. 선도계약을 매입한 경

우, 이 계약을 보유하고 있는 쪽을 기초자산에 대한 매입포지션을 보유 (long )한

것으로 본다. 만약 만기에 현물가격이 선도가격보다 더 높다면, 매입포지션으로부

터 이익이 발생할 것이지만, 그렇지 않을 경우에는 손실이 발생하게 된다.

[그림 1]에는 단순매입포지션에 대한 손익선이 나타나 있다.

[그림 1] p . 4.

이 계약은 t 시점에 F (t )의 가격으로 매입되었다. 만기는 t + 1 시점에 도래한

다고 가정하자. 그림에서 우상향하는 직선은 만기일에 매입자의 손익을 나타내고

있다. 이 직선의 기울기는 1 이다.

만약, S t + 1이 F (t )를 초과한다면, 이 매입포지션에서는 이익이 발생하게 된



다11). 손익을 나타내는 직선의 기울기가 1이므로, AB는 BC와 동일하다. 따라서, t

+ 1 시점에서의 손익은 가로축으로부터 직선이 얼마나 떨어져 있는 가를 살펴보

면 바로 알 수 있다.

[그림 2]는 매입의 경우와 비슷한 상황에서 매도포지션 (short posit ion )의 손익

을 도시하고 있다.

[그림 2] p . 5.

이와 같은 손익선은 파생상품의 원리를 이해하는데 매우 유용한 도구가 될

수 있다. 그러나, 이 책에서는 이들에 관하여 짧게 언급하고 있을 뿐이다. 관심있

는 독자들은 Hull(1993)을 참조하기 바란다.

4 . 1 선 물

선물계약과 선도계약은 서로 유사한 점을 가지고 있다. 아래에서는 이들 두

상품간의 주요한 차이점을 간략히 서술하고 있다.

선물은 공식적인 거래소 (ex chang es )에서 거래된다. 거래소에서는 표준적인 계

약을 설계하고, 특정 만기일을 설정해 두고 있다. 선도는 고객주문형

(cu st omm ade) 상품이며, 장외시장 (ov er - the - coun ter )에서 거래된다.

선물거래는 거래청산소 (ex ch ang e clearin g h ou ses )를 통하여 청산되며, 채무불

이행위험 (default r isk )을 줄이기 위하여 복잡한 형태의 시스템을 설계해 두고 있

다.

마지막으로, 선물은 일일정산 (m ark ed to m ark e t )된다. 즉, 선물계약은 매일

결제됨과 동시에 새로운 계약이 성립되는 것으로 볼 수 있다. 일일정산에 따른 그

날 동안의 손익은 계약보유자의 계정에 기록되게 된다.

11) 이 계약의 만기는 t +1 시점에 도래하기 때문에, S t + 1은 F (t+1)과 동일하다는 것에 주의

할 것.



5 . 옵 션

옵션은 자산가격결정에 있어서 기본축이 되는 두 번째 요소이다. 이후의 장에

서 확률미적분 (stocha st ic calculu s )의 개념을 소개할 때, 표준 콜옵션의 가격결정

모형을 그 주된 예로서 자주 사용하게 될 것이다.

선도 및 선물계약에서 계약보유자는 만기에 기초자산을 인도 또는 인수할 의

무 (oblig ate )를 가진다. 그러나, 옵션계약에서 계약보유자는 기초자산을 매입 또는

매도할 권리 (rig ht )는 가지지만 그렇게 해야할 의무는 없다.

옵션에는 두 가지 종류가 있다.

정 의 : 증권 S t에 대하여 발행된 유럽형 콜옵션은 미리 정해진 행사가격

(s trik e p rice ) K 로 그 증권을 매입할 수 있는 권리 (r ig ht )이다. 이러한 권리는 옵

션의 만기일(exp iration date ) T 시점에서 행사될 수 있다. 프리미엄 (p rem ium ) Ct

를 지급하면 이 콜옵션을 매입할 수 있다.

유럽형 풋옵션도 원리는 이와 비슷하지만, 풋옵션의 경우 계약보유자가 만기

일에 특정 가격으로 자산을 매도 (s ell )할 수 있는 권리를 가진다는 점에서 약간의

차이가 있다. 미국형 옵션 (Am erican option s )은 유럽형 옵션과는 달리, 발행시점과

만기 사이의 기간에 어느 때든지 행사될 수 있다.

거래자들과 투자자들이 콜옵션의 무재정가격 (arb it r age- fr ee price ) Ct를 구하

고자 하는데는 몇 가지 이유가 있다. 시점 t에 처음으로 옵션이 발행되기 (written )

전에는 Ct의 가격을 알 수 없다. 따라서, 거래자는 옵션이 발행될 때 이것의 가격

이 얼마가 될 것인지에 관한 추측을 하게 된다. 거래소에서 거래되는 옵션이라면,

거래가 시작됨과 동시에 이 옵션의 시장가격이 표시될 것이다. 장외에서 거래되는

옵션이라 하더라도, 활발한 거래가 일어날 수 있고, 가격이 형성될 수 있다.

그러나, 옵션은 거래가 드물게 발생할 수도 있다. 따라서, 이러한 위험을 평가

하기 위하여 거래자는 매일의 Ct를 알고자 할 것이다. 또, 다른 거래자의 경우에는

시장이 콜옵션의 가격을 적절히 평가하지 못하고 있을때, 실제로 얼마 만큼 가격

이 왜곡되어 있는가를 알고 싶어할 것이다. 이와 같은 경우에도, Ct의 무재정가격

을 결정하여야 한다.

5 . 1 . 기 호



콜옵션의 가격을 결정하는 가장 바람직한 방법은, Ct의 폐쇄형 공식

(clos ed -f orm f orm ula )을 구하는 것이다. 그와 같은 식은 Ct를 기초자산가격 및 그

와 관련된 모수들의 함수로 표현한다.

Ct를 나타내는 식에 관하여, t 시점에서 알 수 있는 것은, 오로지 만기 T 시점

에서 옵션의 가치가 종결된다는 사실이다. 실제로,

커미션 및 수수료가 없고

S t와 Ct에 대한 호가스프레드 (bid- ask spread)가 0 이라면,

만기일에 CT 가 가질 수 있는 값은 단지 두 가지 뿐이다.

옵션이 외가격 (out - of - m on ey )으로 종결된다면, 다시 말해서 만기에 기초자산

가격이

S T K (2)

처럼 된다면, 옵션의 가치는 0이 된다. 이러한 경우, 옵션을 행사하는 대신 시장에

서 기초자산을 S T 의 가격으로 매입할 수 있으며, 그 값은 행사가격 K 보다 적게

된다. 따라서, 옵션을 보유하고 있는 그 누구도, K 의 가격으로 기초자산을 매입할

수 있는 권리를 행사하지 않을 것이다. 따라서,

식 (3)과 같은 결과를 얻게 된다.

S T K C T = 0

(3)

반대로, 옵션이 내가격 (in - the - m oney )으로 종결된다면, 즉 T 시점에서

S T K

(4)

가 된다면, 옵션은 어느 정도의 가치를 가지게 되고, 따라서 옵션보유자가 자신이

보유하고 있는 옵션을 행사할 것은 분명하다. 옵션을 행사하게 되면, K 의 가격으

로 기초증권을 매입하여, 그것을 다시 더 높은 가격 S T 로 매도할 수 있다. 수수료

(com m is sion s )나 호가스프레드(bid- ask spreads )가 없기 때문에, 순이익은 S T -

K 가 될 것이다. 이것을 이미 알고 있는 시장참가자들은 옵션의 가치를 S T - K

로 볼 것이며, 따라서

S T K C T = S T - K (5)

가 된다. 위에서 언급한 두 가지 경우를 하나의 식으로 표현하면 다음과 같다.

C T = max [ S T - K , 0] (6)



이 식이 의미하는 바는, 괄호안의 두 값 가운데 큰 값을 CT 가 가지게 된다는 것을

의미한다. 이후로는 이 표기법을 자주 이용하게 될 것이다. 식 (6)은 S T 와 CT 간

의 관계를 나타내는 것으로, 그래프로도 쉽게 표현할 수 있다. [그림 3]은 이러한

관계를 나타내고 있다. S T K 인 경우 CT 의 값은 0이라는 사실에 주의하여야 한

다. K S T 인 S T 의 경우에는 CT 가 S T 와 같은 비율로 증가한다. 이 영역에서, 식

(6)의 그래프는 기울기 1을 가지는 직선으로 나타난다. 따라서, 옵션은 비선형성을

가지는 상품 (n onlinear in s trum ent s )이라 할 수 있다. [그림 4]에서는 만기 이전의

여러 시점에서 콜옵션의 가치를 도시하고 있다. t T 인 시점에서의 함수값은 연

속적인 부드러운 곡선으로 나타낼 수 있다. 단지 만기시에, 옵션의 가치는 행사가

격에서 꺽여진 비선형 함수가 된다.

[그림 3] [그림 4]

6 . 스 왑

스왑은 더욱 복잡한 형태의 상품이다. 그러면서도, 가장 일반적인 파생상품유

형에 속한다. 우리가 스왑에 관심을 가지는 것은 단지 그러한 이유 때문만은 아니

다. 스왑을 선도와 옵션으로 분해 (decomp os e )하는 것은 스왑의 가격을 결정하는

기본적 방법이다. 이것은 또한, 선도 및 옵션이 기본적인 뼈대를 형성하는 상품이

라는 것을 의미하며, 뒤에서 이들에 관하여 자세하게 다루어야 할 이유가 된다.

일반적인 스왑의 정의는 다음과 같다.

정 의 : 스왑이란 다양한 종류의 통화, 금리, 그 외 다른 금융자산으로 표

현되는 현금흐름을 동시에 매도하고 매입하는 계약이다.

스왑에 대하여 언급하는 것도 사실상 이 책의 범위를 넘어서는 일이다. 앞에

서도 언급했지만, 우리의 관심은 파생자산가격결정의 배경이 되는 수학적 지식을

경험적인 방법으로 설명하는 것이지, 파생상품자체에 관하여 논하고자 하는 것은

아니다. 따라서, 앞으로의 논의는 각 장의 요점을 설명해주는 예제에 국한시킬 것

이다.



6 . 1 . 단순 한 형 태 의 금 리 스 왑

스왑을 각각의 구성요소로 분해하는 것은 일종의 금융공학(financial

en gineering )이며, 또한, 파생자산의 가격을 결정하는 문제에 해당한다. 그와 같이

스왑을 분해하게 되면, 단순한 형태의 선도 및 옵션이 어떤 역할을 하는지 설명할

수 있다. 여기에서는, 금리스왑에 대해서만 자세히 설명하고자 한다. 더욱 복잡한

형태의 스왑구조에 대하여 알고 싶은 독자는 Das (1994)를 참조하면 된다12).

간단하게 설명하자면, 두 당사자 (counterp ar ties ) A 와 B 간의 금리스왑은 다

음과 같은 절차에 의하여 만들어 질 수 있다 :

당사자 A 는 100만$의 변동금리대출 (float in g - r at e loan )을 필요로 한다. 당

사자 B 는 100만$의 고정금리대출 (fix ed - r at e loan )이 필요하다. 그러나, 시장의 상

황 (m arket condit ion s )이라든가 다른 여러 은행과의 관계 등으로 인하여, B 는 변

동금리로 차입할 때 비교우위(comparat iv e adv ant age)를 가진다13).

A 와 B 는 일단 자신이 가지는 비교우위를 이용하기로 한다. 따라서, 이들

은 각각 자신들이 비교우위를 가지는 시장에서 자금을 차입하였고, 서로 금리지급

액을 교환하기로 하였다.

당사자 A 는 100만$를 고정금리로 차입한다. 그 후, A 는 당사자 B 로부터

특정 금리를 수취하여 차입액에 대한 이자를 상환한다.

당사자 B 는 100만$를 변동금리로 차입한다. 그 후, B 는 당사자 A 로부터

특정 금리를 수취하여 차입액에 대한 이자를 상환한다14).

초기의 원금은 각각 100만$씩으로 동일하다. 따라서, 원금은 서로 교환할

필요가 없다. 이들을 명목원금 (notional p rincip als )이라 부른다. 이자의 지급도 동

일한 통화로 이루어 진다. 따라서, 당사자들은 두 가지 금리의 차액 (d iff eren tials )

만을 교환하면 된다. 이와 같은 절차를 거침으로써 금리스왑이 성립된다.

이와 같은 아주 기본적인 형태의 금리스왑은 단지 이자차액을 지급하는 것으

로 계약이 구성된다. 각각의 거래당사자들은 자신이 비교우위를 가지는 부문에서

자금을 차입하고, 이에 해당하는 이자액을 서로 교환한다. 각각의 거래당사자들은

12) 스왑의 실제 적용에 관한 다른 최근의 책으로는 Dattatreya et al. (1994)와 Kapner

and Marshall(1992) 등이 있다.

13) 즉, A 는 고정금리차입시 비교우위를 가진다고 볼 수 있다.
14) 예를 들어, 6개월 Libor+2 같은 경우.



결과적으로 자금조달비용을 낮추는 셈이 되고, 스왑딜러 (swap d ealer )는 수수료

수입을 얻게 된다.

단순한 스왑계약은 이보다 더욱 단순한 선도 또는 옵션계약의 배스킷(bask et )

으로 언제든지 분해가능하다. 이와 같은 배스킷은 스왑을 복제(r eplicate )하는 결과

를 얻는다. 이렇게 분해하면, 각각의 선도 및 옵션을 따로따로 평가할 수 있고, 그

값들을 이용하여 원래의 스왑이 가지는 가치를 평가할 수 있다. 기본적인 뼈대가

되는 선도계약으로 스왑을 분해할 수 있으면, 해당 스왑의 가치를 적절히 평가할

수 있다.

7 . 결 론

본 장에서는, 몇 가지 기본적인 파생상품을 살펴보았다. 이 장에서 우리가 의

도한 바는 두 가지이다. 첫째는, 기본적인 파생증권들을 간단히 설명함으로써, 예

제에서 다루기 수월하도록 하자는 것이다. 둘째는, 파생자산가격결정시 사용되는

기호들을 살펴봄으로써, 옵션 및 선도와 같은 기본적 상품에 대한 가격결정공식을

처음으로 다루어 보고, 다음으로 그 보다 더욱 복잡한 상품들을 선도와 옵션의 배

스킷으로 분해할 수 있도록 하는 것이다. 이와 같이, 단순구조상품에 대한 가격결

정식은 보다 복잡한 구조의 상품을 평가하는데 이용될 수 있다.

8 . 참 고문 헌

Hull(1993)의 책은 파생상품에 관한 훌륭한 교과서이며, 여러 모로 독특한 면

을 가지고 있다. 많은 전문가들이 이 책을 매뉴얼로 이용하고 있으며, 대학원 신입

생들에게는 좋은 교과서가 될 것이다. 이 책은 파생상품을 실제적이면서도 아주

조심스럽게 다루고 있다. J arrow와 T urnbull (1996)의 책 또한 파생상품에 관한 교

과서로서 손색이 없는 책이다. Duffie (1996)의 책은 동적자산가격결정이론

(dyn am ic a sset pricing th eory )에 관한 좋은 지침서이다. 그러나, 이 책은 시장에

서 실제로 거래되고 있는 상품들을 다루고 있지는 않다. 수학적 지식이 풍부한 전

문가들이 보기에 알맞는 책이다. Das (1995)의 책은 파생상품의 실제적인 면에 중

점을 두고 있다.



2장 재정거래 이론의 기초

1. 서론

오늘날 모든 파생자산의 가격결정에는 재정거래의 개념을 이용한다. 재정거래 가

격결정법 (arbitr ag e pricing m ethods )에서는 더욱 직접적이다. 자산가격은 재정거

래 기회를 제거하는 조건에서 얻어진다. 균형가격결정법에서 재정거래 기회가 없

다는 것은 일반적인 평균조건의 일부분이다. 재정거리는 서로 다른 자산에 포지

션을 동시에 취함으로써 T - bill보다 높은 무위험 이익을 얻어내는 것을 의미한다.

만약 그러한 이익이 존재하면, 재정거래 기회가 있다고 말한다. 재정거래 기회는

두가지 다른 방식으로 나타날 수 있다. 첫 번째는 순현금흐름 없이 일련의 투자로

양의 이익을 얻어내는 것이다. 예를 들면, 주식을 매도하고 同주식의 콜옵션을 매

도한다. 이 포트폴리오에서 기초주식에 대한 매도 포지션으로 콜옵션에 대해 매입

포지션을 취한다. 이것이 적절하게 이루어지면, 매도와 매입포지션에서의 예기치

못한 움직임은 제거될 것이며 포트폴리오는 무위험이 될 것이다. com m ission과

fee가 공제되면, 이러한 투자 기회는 어떠한 초과 이익도 내지 못할 것이다. 그렇

지 않다면, 첫 번째 재정거래 기회가 있다고 말한다. 두 번째 재정거래 기회에서

어떤 포트폴리오는 현재는 음의 현금흐름이지만 미래에는 음이 아닌 이익을 생성

할 것을 확정한다.

2. 기호 (Not at ion )

2.1 자산가격(A sset Prices )

지수 t 는 시간을 나타낸다. 옵션, 선물, 선도, 주식과 같은 증권은 S t 로 표시된

자산가격의 벡터로 나타낸다. 이는 금융시장에서의 모든 증권을 하나의 sym bol로

표현한다.

S t =
S 1( t)

S N ( t)



여기에서 S 1( t) 는 무위험 대출 또는 차입이다. S 2 ( t) 는 특정 주식을 표시한다.

S 3 ( t) 는 이 주식에 기초한 콜옵션이다. S 4 ( t) 는 대응된 풋옵션을 나타낸다. 이

산시간에서 증권가격은 S 0 , S 1 , , S t , S t + 1 , 로 표현된다. 그러나 연속시간에서

t 는 zero와 무한대 사이의 어떤 특정한 값을 가정한다. 즉,

t [0 , )

일반적으로, 0는 시작점을 나타내고, t 는 현재를 나타낸다. 만약

t < s 이면

s 는 미래를 나타낸다.

2.2 Stat es of the W orld

벡터 W 는 모든 가능한 상황 (stat es of the w orld )를 나타낸다.

W=
w 1

w k

여기에서 각 w i 는 일어날 수 있는 특정 결과를 나타낸다. 이러한 상황 (st ates )은

상호 배타적이며 적어도 하나는 반드시 발생한다. 일반적으로 금융자산은 다른 상

황 w i 에서 다른 가치와 다른 손익을 가질 것이다. 이 개념을 시각화하는 것은 어

렵다. 거래자의 시각에서 단지 관심있는 시간은 다음 순간이다. 분명히 증권 각

겨은 변한다 하지만 어떻게 변하는지 알지 못한다. 그러나 매우 작은 시간간격에서

증권 가격은 업틱(uptick)15) 또는 다운틱(downtick)하거나 전혀 움직이지 않을 수도

있다. 그러므로 전체 세가지 가능한 상황이 있다.

2.3 Return s and P ay offs

서로 다른 상황에서 증권의 손익이 서로 다르기 때문에 w i 는 중요하다. 기호

d ij 는 한단위의 증권 i 의 j 상황에서 지불되는 계정의 단위수라고 정의한다. 이

러한 손익(pay offs )은 두가지 요소를 가질 것이다.

첫 번째 요소는 자본이득 또는 손실이다. 자산 가치는 증가하거나 감소한다. 자

15) 역자주 : 업틱(uptick)이란 가격이 최소가격 변동폭만큼 증가하는 것을 말한다.



산을 매입 한 투자자에게 가치의 증가는 자본이득을 가져오고 가치의 감소는 자

본손실을 가져온다. 자산을 매도 한 투자자는 자본이득과 손실이 반대가 될 것이

다.

d ij 의 두 번째 요소는 배당 또는 쿠폰이자지급과 같은 배당 (pay out )이다. 어떤

자산은 이러한 pay out s를 가지지 않는다.

다양한 상황에서의 서로 다른 여러 자산의 존재는 여라 가능한 d ij 가 존재하게

한다. 행렬이 이러한 배열을 표현하는데 사용된다.

따라서, N 개의 자산에 대해서 손익 d ij 는 행렬 D 로 표현된다.

D =
d 11 d 1k

d N 1 d N K

이러한 행렬을 시각화할 수 있는 두가지 다른 방법이 있다. 행렬 D 에서 각 행을

서로 다른 상황에서의 주어진 증권의 손익을 나타낸다고 볼 수 있다. 또는 반대로,

행렬 D 를 열로 볼 수 있다. 즉, D 의 각 열은 주어진 상황에서의 서로 다른 자

산의 손익을 나타낸다고 볼 수 있다.

모든 자산의 현재 가격이 음이 아니라면 D 의 i 번째 행을 S i 로 나누어서 다

른 상황에서의 전체 수익 (return s )을 얻는다.

2.4 Protfolio

포트폴리오는 자산의 특정 조합이다. 포트폴리오를 형성하기 위해 각 자산에 대

한 포지션을 알 필요가 있다. 기호 i 는 i 번째 자산에 대한 순투자 (com mitm ent )

을 나타낸다. { i , i = 1, , N }는 포트폴리오를 명기한다.

양의 i 는 그 자산에 대한 매입포지션을 나타내고, 반면 음의 i 는 매도포지

션을 의미한다. 만약 자산이 그 포트폴리옹 포함되지 않는다면 대응되는 i 는

zero이다.

만약 포트폴리오가 모든 상황에서 같은 손익을 보인다면 그 가치는 정확하게

알 수 있고 포트폴리오는 무위험이다.

3. A Basic Ex am ple of A sset Pricin g
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1. 차익거래가격 결정이론 (Arbitrage Pricing T heory )

금융수학을 소개하기에 앞서 다음과 같은 퀴즈를 생각해 보자.

퀴즈 : 지금 어느 회사의 주식 값이 10,000원이라고 해보자. 그런데, 한달 후에는

주가가 16,000원이 되거나 또는 8,000원이 되는 두 가지 가능성밖에 없다고 하고

그 확률이 반반씩이라고 하자. 한달 후에12,000원으로 이 회사의 주식을 살 수 있

는 권리의 가치를 얼마로 계산하는 것이 타당한가?

이 상황은 물론 현실에 비해 지나치게 단순화되어 있지만, 차익거래 가격결정 이

론을 이해하는 좋은 모델로 생각해 볼만하다. 그리고 이론적 설명을 위하여 거래

비용은 없고 이자율도 0%이고 또 얼마든지 주식을 사거나 팔 수 있고(대주), 은행

에서 돈도 얼마든지 빌릴 수 있다고 하자. 우선 한달 후 주가가16,000원이 되면

4,000원의 이익을 볼 수 있고 만약주가가 8,000원이 되었다면 권리를 행사하지 않

으면 되니까 손해를 볼 위험이 없게 된다. 따라서 이익을 볼 가능성은 있고, 손해

를 볼 가능성이 없는 이 권리를 무상으로 받을 수 있다면 누구나 이 권리를 갖고

싶어할 것이기 때문에 이 권리는 확실히 어떤 경제적 가치 (econ om ic v alue )를 가

지고 있다. 이러한 권리를 옵션이라 부르는데, 아래에서는 옵션을 현재 사는 사람

과 파는 사람 양측에 부당한 이익이나 손해를 입히지 않는 공정한 가격이 무엇인

지를 결정하는 방법을 설명하고 있다. 이러한 공정한 방법을 차익거래가격 결정이

론이라 부른다. 먼저, 주가가 16,000원으로 올랐을 경우를 가정하자. 이때는16,000

원 짜리 주식을 12,000원에 사서 곧바로 팔면 4,000원의 이익을 볼 수 있다. 반대

로 주가가 8,000원으로 떨어졌을 경우에는 이 옵션을 행사하지 않으면 되므로 적

어도 손해는 보지 않는다 .각 경우가 발생한 확률이 0.5이므로 이익의 기대치는

4,000×0.5 = 2,000원 이다. 만약 이 옵션이 2,000원으로 거래된다고 하자. 그런데

당신이 2,000원을 주고 지금 이 옵션을 산다면 당신은 바보 같은 짓을 한 것이 된

다. 왜냐하면, 당신이 2,000원으로 이 옵션을사는 대신에 이를 2,000원에 팔고,

3,000원을 더 빌려서 5,000원으로 주식 1ov er 2주를 사면 어떻게 될까를 따져보자.



만약 한달 후 주가가 오른다면, 당신의 주식의 가치는
1
2

×16 , 000 = 8 , 000원이 된

다. 이를 팔아 은행에서 빌린 돈 3,000원을 갚으면5,000원이 남는다. 여기서 당신이

판 옵션은 이제 그 가치가 4,000원이 되었으므로 옵션의 소유자에게 4,000원을 부

담하고 나면 순이익 1,000원이 남게 된다. 만약 주가가 떨어지는 경우 당신이 판

옵션은 그 가치가 0이 되므로, 당신은 은행에서 빌린 돈 3,000원만 갚으면 된다.

그런데 당신이 소유한 주식의 가치는
1
2

×8 , 000 = 4 , 000원 이므로 이 경우에도

1,000원의 이익이 남게 된다. 따라서 2,000원으로 이 권리가 거래되면 이 권리를

판 사람은 어느 경우에도 1,000원의 무위험이익 (riskless profit )을 보게 되고, 이러

한 논증방식은 이 권리를 사는 사람입장에서도 똑같이 적용된다. 따라서 이 옵션

은 1,000원으로 거래되는 것이 마땅하다. 위와 같이 모든 경우에 사는 사람 또는

파는 사람 누구에게도 무위험 이익이 발생하지 않는 가격을 정하는 방법이

Arbitr ag e Pricing T heory이다.

위의 논증 방식을 수학적으로 정리해보자. 우선 현재의 주가를 S 0 , 한달 후의 주

가를 S 1이라 하면 S 0 = 10 , 000이고 S 1은 값을 각기 16,000 또는 8,000으로 갖는

확률변수 (r an dom v ariable )이다. 즉 사건 공간을 = {w 1 , w 2 } 이라 하면, S 1은

S 1( w 1) = 16 , 000 , S 1( w 2) = 8 , 000이 되고 그 확률을 P라 하면

P ( w 1) = 0 .5 , P ( w 2) = 0 .5이다. 옵션의 가치 또한 확률 변수 X로 표시할 수 있는데

X = ( S 1 - K ) +
이 되며, 여기서 K = 12,000이다. 여기서 X ( w 1) = 4 , 000\ X ( w 2) = 0

이 된다. 확률 변수X의 주어진 확률 P에 대한 기대값은 E P [ X ] =

( 16 , 000 - 12 , 000)×0 .5 = 2 , 000원인데 이것이 이 옵션의 가격이 아닌 것은 위에서

밝혔다. 실제로 새로운 확률 Q를 도입하여 S 1 이 Q에 대해 Martingale이 되게 하는

확률을 찾으면 Q ( w 1) = 0 .25 ,

Q ( w 2) = 0 .75가 되는데 (즉, 16,000×0.25 + 8,000×0.75 =10,000), 이 확률 Q를위

험중립측도(Risk neutral prob ability m easure)또는M arting ale m ea sure라 부른다.

X의 Q에 대한 기대값은 E Q [ X ] = 4 , 000×0 .25 = 1, 000원이 되며, 이렇게 가격

을 결정하는 것을 위험중립가격결정원리(Risk n eutr al v alu at ion principle ) 이라 한

다.



2. 연속모델의 위험중립가격결정원리(Risk neutral valuation principle)

위의 예는 위험중립가격결정 이론을 잘 설명하고 있지만 실제 상황에 적용하기

에는 너무 단순하다. 이제 실제의 상황에 가까운 모델을 생각해 보자. 주가의 변

동은 물론 간단히 모델 할 수는 없지만 미국의 경우 오랜 통계테스트를 거쳐 주

가 S t 는 다음의 확률미분방정식 (st ochastic differ ential equation )

dS t = S td t + S tdB t
으로 근사 될 수 있다고 알려져 있다. 여기서 단기간에는 와

m u sigm a 는 상수로 가정할 수 있다. 그리고 여기서 이자율을 상수 r이라 하자.

확률론의 유명한 정리인 Gir san ov 정리를 사용하면 위의 확률 미분방정식의 drift

항을 바꿀 수 있다. 즉 새로운 측도 (m easure) Q를 도입하면 위의 확률 방정식은

dS t = rS td t + S td Wt 로 바뀌게 된다. 여기서 Wt 는 Q에 대한 브라운운동

(Brow nian m otion )이다. 시간T 에서의 콜옵션 X는 X = ( S T - \ K ) + 로 표시되는데,

여기서 K는 행사가격, 즉 위의 퀴즈의 경우 12,000에 해당한다. 위와 같은

Arbitr ag e Pricin g T h eory를 적용하면 시간t =0에서의 콜옵션 가격은

e - r TE Q [ X ] 로 표시되게 된다.

3. Black - Scholes 공식

일반적으로 시간 t에서 주가 S t 가 x일 때 콜옵션의 가격을 C (t , x )라 하면

C( t , x ) = e - r ( T - t) E Q [ X |S t = x ] 로 표시되는데 C ( t , x )는 편미분방정식

C
t

+
1
2

2 S 2
2 C
S 2 + rS C

S
- r C = 0을 만족하는데, 이편미분방정식이 바로 유

명한 Black - S ch oles 편미분방정식이다.

이방정식은 시간이 거꾸로 흐르는 포물형 방정식이지만 콜옵션의초기값

C( T , S ) = ( S - K ) +
이 시간 t =T 에서 주어지므로, 실제로는 정상적인 (w ell - posed )

포물형 방정식이다. 콜옵션의 가격은 이 포물형 방정식의 초기치 문제를 풀든가

아니면 위의 C ( t , x ) = e - r ( T - t) E Q [X |S t = x ] 의 식으로 부터 구할 수 있는데 그

결과는 다음과 같다.



C ( t , S ) = SN ( d 1) - K e r ( T - t)N ( d 2) .

여기서, N ( d) =
1
2

d

-
e

- x 2

2dx

d 1 =
log S / K + ( r +

2

2
) ( T - t)

T - t

d 2 = d 1 - T - t

위의 모델을 Black - S choles모델이라 하고 위의 가격결정공식을 Black - S choles

공식이라 부르는데 S choles와 M ert on은 이 공로로 1997년 노벨 경제학상을 수상

하였다.(Black은 작고하였음) 위의 모델은 실제로 옵션 거래에 많이 사용되고 있

으며, 파생금융 상품 거래의 기본이 되고 있다. 그러나 많은 모델이 그러한 것처럼

실제로는 현실과 맞지 않는 가정을 많이 가지고 있다. 우선 거래비용이 없다는 것

이 매우 비현실적인 가정이고, 또 얼마든지 돈을 빌릴 수 있다는 가정도 현실에서

는 맞지 않고, 또 무한정으로 주식을 사거나 (long posit ion ), 대주 (sh ort sale ) 할

수 있다는 가정도 현실적이지 않다. 또한 여기서는 언급하지 않았지만, 연속적으로

동적 헤지(dyn am ic h edgin g )를 해야한다는 것도 비현실적이다. 또한 공식 자체에

서도 v olat ility sigm a `의 결정이 가장 중요한데 이것을 어떻게 산정 하느냐에 따

라 그 값이 많이 달라지게 된다.

4. 수학의 역할

위의 Black - S choles 모델을 현실에 더 근접하게바꾸게 되면 당장 고도의 수학적

문제가 나타나게 된다. 예를 들어 거래세 문제를 보자. 이 거래세를가장 간단히

모델하면 거래세가 거래액에 비례하는 것인데 (즉 한국의 주식 시장에서는 사고

파는 거래세가 거래액의 1.5% , 선물은 이보다 낮음.) 이 거래세비율을 k라 하고

이것을 모델에포함시켜컨트롤 이론을사용하면다음과같은

Ham ilt on - Jacobi- Bellm an

식 m in ( - (
V
y

- ( 1 + k) S V
B

) ,

V
y - ( 1 - k) S V

B , - (
V
S + rB V

B + S V
S +

1
2

2 S 2
2 V
S 2 ) ) = 0



을 얻을 수 있다. 이 편미분방정식의 해는 F ields메달수상자인 P .L . Lion s와 M .

Crandall의 viscosity solu tion 기법으로 표현되는데 이러한 분석은 옵션가격결정문

제인 동시에 깊은 이론과 고도의 방법론을 필요로 하는 중요한 수학문제인 것이

다. 이외에도 무수히 많은 금융의 문제는 본질적으로 수학의 문제이며 미국, 영국

등 선진국에서는 고도로 발전된 수학에 기초한 금융수학이 확립되어 활발한 연구

가 진행 중이다. 특히 새로운 금융상품의 개발이나 과거자료의 모델화에서 수학적

방법에 크게 의존하고 있으며, 점점 더 많은 수학자가 금융시장으로 진출하여 활

발한 연구를 하고 있다. 얼마 전 S K증권과 미국 J .P .M org an사와의 금융계약에 대

한 분쟁은 우리나라 금융산업의 수준을 단적으로 보여주는데, S K 증권은 계약된

파생금융상품의 구조와 초기 가격설정에 대한 초보적 이해도 없었다고 보여진다.

국제통화기금 (IMF ) 체제하에서 한국경제는 일본류의 실물위주에서 미국·영국과

같은 금융중심 체제로 급속도로 전환하고 있다. 금융분야에는 정책, 회계, 기업금

융 등 무수히 많은 분야가 있지만, 그 중에서 파생금융 상품 분야와 Risk관리 분

야는 고도의 수학을 필요로 하는 급성장하는 분야이다. 파생 금융 상품은 잘못 다

루면 매우 위험이 큰 분야이지만 적절한 수학이 동원되어 Risk 관리에 충실하다

면 낮은 위험으로 큰 이익을 볼 수 있다는 면에서 국제적으로 많은 관심을 끌고

있으며, 실제로 국제적 금융사는 파생 금융 상품에 대한의존도가 점점 높아지고

있는 실정이다. 파생 금융 상품은 그 본질상 고도의수학적 기법 위에서 거래가 이

루어지기 때문에 수학적으로 능력이 부족한 회사나 개인은 거래관계에 있어 대단

히 불리한 위치에 놓이게 되는 법이다. 우리나라에서는 이 분야의 전문가가 많지

않고 특히 수학자의 참여가 거의 없어 국제경쟁에서 크게 열세를 면하지 못하고

있는 실정이다. 실제로 우리의 금융산업 특히 파생금융상품분야는 우리의 산업 전

분야에서의 국제적 수준에 비교해 볼 때 가장 낙후된 분야라 할 수 있는데, 앞으

로 이를 통해 엄청난 양의 국부가 유출될 심각한 위기에 처해 있다. 그러나 이러

한 시대적 상황은 역설적으로 유능한 수학자들에게는 우리 사회를 위하여 크게

이바지 할 수 있는 기회를 제공하고 있다고 하겠다. 또한 반대로 좋은 금융수학

연구는 고도의 확률론, 편미분방정식등 순수수학의 H ard An aly sis가 많이 필요한

분야이며, 실제의 계산에서는 수치해석, st ochast ic program m in g 등 응용수학의

많은 분야의 방법론을 절실히 필요로 하기 때문에 순수 및 응용수학 연구의 기름

진 토양을 제공하고 있다.



제 3 장

결정론적 환경과 확률적 환경하에서의 미적분

1. In s troduction

▷ 파생자산을 다루는 수학은 시간이 연속적으로 지나간다고 가정한다. 따라서

예측할수 없는 정보는 연속적으로 나타나며 의사결정자들은 확률적으로 순간적인

변화에 직면하게 된다. 이러한 극소한 시간구간에 있는 확률변수를 다루기 위해

확률적 미적분이 필요하다.

1 .1 In f orm ation F lo w

금융시장에서 정보의 흐름은 stan dard 보다 확률적 미적분에 더 가깝다.

1 .2 M o de lin g R an dom B eh av ior

▷새로운 미적분을 전개하는 이유

·확률적 미적분의 장점은 복잡한 확률변수가 연속시간에서 매우 간단한 구조를

가진다는 것이다.

·이항구조는 로 표시되는 큰 구간이 필요하지 않고 극소한 구간 dt동안 실제

로 좋은 근사값 을 가진다.

·확률적 미적분의 주요 도구는 It o In tegral로써 이것은 Det erm inist ic 미적분에

서 Riem ann Integral 보다 금융시장에서 더욱 유용하다.

▷확률적 미적분은 다르지만 이것을 일반적인 미적분에서 전개하는 이유

·다른 변수에서 임의의 변화에 대한 한 변수의 반응을 계산한다. - 미분



·임의의 (확률적) 증분의 합을 계산한다. - 확률적 적분

·더 간단한 함수를 사용하여 임의의 함수에 가까워지게 한다. - (확률적)T aylor

S eries Ex pan sion (테일러 급수)

·연속시간 확률변수의 동적인 행동을 모델화 - St ochat ic differ ential equ at ion

2 . S om e T ools of St andard Calculu s

3 . Function

3 .1 R an dom F un ct ion s

▷ y = f ( x ) , x A

w W : 현상(T h e st ate of the w orld )

함수 f 는 x R 과 w W에 의존한다.

▷ f : R × W→R

또는 y = f (x , w) , x R , w W

x가 시간을 나타낼 때, f ( x , w 1) , f (x , w 2)는 다른 현상에 의존한 다른 궤도

(t r anject ories )를 나

타낸다.

▷ w가 기초적인 random n ess 를 나타낸다면 함수 f (x , w)는 r an dom function

또는 st ochat ic proces s라 한다.

▷ St och ast ic proces s의 r am dom nes s는 시간에서 특별한 점에서의 특이한 값보

다는 궤도에 의 해 나타난다.

3 .2 E x am ple s of F un ct ion s

3.2.1 지수 함수

▷ 1 +
1

2 !
+

1
3 !

+ +
1

n !
+

n - > e



∴ 지수함수 f (x ) = e x : 일반적으로 연속시간에서 자산가격을 할인하는데 사

용

▷
dy
dx

= e f ( x ) df (x )
dx

3.2.2 Logarithm ic fun ct ion

▷ y = e x

- > log e (y ) = x

3.2.3 F un ct ion of Boun ded V ariat ion

0 = t0 t 1 t2 t n = T

f : [ 0 , T ]→R

n

i = 1
|f ( t i) - f ( t i - 1) |

V 0 = m ax
n

i = 1
|f ( t i) - f ( t i - 1) | <

V 0 : f (·)에서 모든 가능한 변동의 최대값

유한하다

[ 0 , T ]에서 f 의 총변동

- > 한계변동함수는 과도하게 비정규적이지 않다.

3.2.4 Ex am ple

▷ 연속시간에서 자산가격은 예측할수 없는 부분을 가진다.

아무리 시간구간을 잘 잘라도 부분적으로 예측할 수 없을 것이다.

→ 자산가격의 궤도는 매우 불규착하다.

▷ 자산가격을 나타내는 연속시간 과정은 제한되지 않은 변동을 가지는 궤도를

그린다.



4 . Conv erg ence and Lim it

▷ Q1: det erm inistic 변수대신 확률적 변수가 있다면 x n의 수렴을 다룰수 있는

가?

▷ Q2: 근사의 다른 측정을 정의 할수 있기 때문에 다른 방법으로 수렴을 정의

할수 있다. 이 정의들은 모두 동일한가?

4 .1 D e riv at iv e s

· 미분계수는 함수의 sm oothnes s를 다른는 방법이다.

변수의 변화율을 정의한다.

- > 자산가격의 궤도가 매우 불규칙적이라면 시간에 관한 미분계수는 존재하지

않는다.

·한변수가 다른 변수의 변화에 어떻게 반응하는가 나타낸 것이다.

- > 기초자산의 가격변화가 주어질 때, 옵선의 시장가격이 어떻게 움직여지는가?

- > chain rule 사용

· 미분은 변화율이다.

- > y = f (x )

f x = lim
0

f (x + ) - f (x )

4.1.1 예: 지수함수

▷ f (x ) = A e rx

f x =
df (x )

dx = r [ A e rx ] = rf ( x )

f X

f (x )
= r : 퍼센트 변화율



4.1.2 근사 미분

▷ f (x + ) - f (x ) + f x

- > 불규칙한 함수에서는 이러한 근사가 잘 맞지 않는다.

4.1.3 높은 변동

▷ 함수가 연속이나, 작은 구간에서 극도의 변동을 가질때는 예측하기가 어려우

며 미분계수의 정의도 얻지 못한다.

- > 미분 불능

4 .2 Ch ain Ru le

▷chain 효과 : 시간이 자나고 새로운 사건이 일어나고 기초자산의 가격이 변하

고 이것은 파생 자산의 가격에 영향을 끼친다.

▷Definit ion

dy
dt

=
df ( g ( t) )
d (g ( t) )

dg ( t)
dt

- > chain rule은 두 미분의 곱이다.

- > g ( t)에 대한 f ( g ( t) )의 미분

t에 관한 g ( t)의 미분

▷ f ( t)는 x에 관한 함수이고 x는 determ inist ic변수이다.

x i에 대한 r an dom nes s가 없다.

▷ 만약 x i가 r andom이라면 어떠하겠는가?

① chain rule을 사용할 수 있는가?

② 확률적 환경에서 ch ain rulw 의 변화는 어떠한가?



- > chain rule은 연속적인 확률 환경하에서는 사용될수 없다.

4 .3 In t e g ra l

4.3.1 Riem ann 적분

▷definition

m ax i |t i - t i - 1| 0

n

i = 1
f (

t i - t i + 1

2
) ( t i - t i - 1)

T

0
f (x )dx

4.3.2 Stieltjes Int egral

▷ df (x ) = f ( x + dx ) - f (x )

df (x ) = f x (x ) dx

▷ h (x ) = g ( x )f x (x )

- >
x n

x 0

h (x )df (x )

df ( x ) = f x (x ) dx

- - >
T

0
g ( s) df ( s) =

n

i = 1
g (

t i + t i - 1

2
) ( f ( t i ) - f ( t i - 1) ) - St ieltjes int egral

▷ m ax i |t i - t i - 1 | 0일 때, Riem ann - St ieltj es in t egral 이라 한다.

- > x 보다는 f (x )의 증분에 관한 적분일 떄 유용하다.

- > 파생상품 가격은 기초자산의 가격에 의존하고 기초자산가격은 차례로 시

간에 의존한다.

▷ 1. det erm inist ic 함수에서의 적분이 확률적 환경에서도 동일한 정의가 적용되

는가?

2. 확률적 환경에서 적분을 추정하기 위해 동일한 r ect angle을 사용할수 있는

가?

3. r ect an gle의 선택이 달라지지 않는가?



- > 확률적 환경하에서의 적분은 새로운 정의가 필요하다.

4 .3 예 제

4 .4 . 부 분 적 분

▷일반적인 미적분에서 부분 적분을 사용했는데 이것은 비록 그 형태는 다르지만

확률적인 미적분에서도 유동하게 사용된다.

▷
T

0
f t( t) h ( t)d t = [ f ( T )h ( T ) - f ( 0) h ( 0) ] -

T

0
h i ( t) f ( t)d t

5 . partial D eriv ativ es

▷ 콜옴션을 예로 든다.

만기까지의 시간은 콜옵션의 가격에 두가지 방향으로 영향을 끼친다.

- > 시간이 흐름에 따라 만기일은 다가오고 옵션의 잔존일은 짧아지며. 프리미

엄도 낮아진다.

또한 기초자산의 가격은 변한다.

C t = F ( S t , t)

F (S t , t)
S t

= F s : 시간이 고정되었을 때 기초자산 가격의 변화에 따른 효과

F (S t , t)
t

= F t기초자산이 고정되었을 때, 시간의 변화에 땨른 효과

5 .1 예

5 .2 전 미 분 (T ot al D if f eren t ia l s )

▷시간 t에서의 콜옵션의 가격의 작은 변화를 관찰한다.

모든 변화는 d C t로 둔다.



▷ 기초자산가격의 변화에 따라 얼마나 많이 변동하는가?

▷ 시간이 지남에 따라 만기에 점점 가까워지는 결과 얼마나 많이 변동하는가?

- > df = [
f ( S t , t)

S t
]dS t + [

f ( S t , t)
t

]dt

5 .3 T ay lor s eri e s ex pan s ion

▷ Definit ion

f (x ) = f ( x 0) + f x ( x 0 ) (x - x 0) +
1
2

f xx (x 0 )( x - x 0 ) 2

+
1

3 !
f x xx (x 0 )( x - x 0) 3 +

=
i = 0

f i (x 0 )( x - x 0) i

5 .3 .1

5 .3 .2 예 : 듀 레이 션 과 볼 록성

▷ B t = 100e - r ( T - t) r >0 , t [ 0 , T ]

r : 만기수익률

B t : 시간 T 에서 만기가 되는 무이표 채권의 가치

- > 1차 T aylor series expan sion

y t = 100e
- r ( T - t0 )

+ r100e
- r ( T - t0 )

( t - t0 ) , t [ 0 , T ]

: 지수함수의 적절한 근사가 되지 않는다. [그림 12]

- > 2차 T aylor series expan sion

B t = 100e
- r( T - t0 )

+ r100e
- r ( T - t0)

( t - t0 ) +
1
2

r 2100e
- r ( T - t0 )

( t - t0 ) 2 , t [0 , T ]

: 지수함수와 가까운 곡선을 얻는다. [ 그림 13]

- > 만기일이 가까워짐에 따라 할인 채권의 가치는 어떻게 변하는가를 보



여준다.

- >

B t = 100e
- r 0 ( T - t)

[ 1 - ( T - t) ( r - r 0) +
1
2

( T - t) 2( r - r 0 ) 2 ] , t [ 0 , T ] , r >0

dB t

B t
= - ( T - t) ( r - r 0) +

1
2

( T - t) 2( r - r 0 ) 2 ] , t [ 0 , T ] , r >0

- > 첫 번째 t erm : 수정 듀레이션

두번째 term : 볼록성

5 .4 Ordin ary D iff ere nt ial E qu at ion s

: 일반적인 미적분에서 사용된다.

▷ dB t = - r t B td t B 0 , r 1 >0

- > B t는 t와 함께 다양하게 변하는 양이다. 즉 B t의 변화는 t와 B t의 함수이

다.

▷ B t의 퍼센트 변동은 d t 를 r t배한 비율이다.

- >
dB t

B t
= - r t d t

t

0

dB u

B u
=

t

0
- r u d u

ln B t - ln B 0 = -
t

0
r u du

B t = B 0e
-

t

0
r td t

( le t B o = 1)

B t = e
-

t

0
r u du

예)

1. 단순한 방정식 :



3x + 1 = x 의 알지 못하는 x의 해는 -
1
2

이다.

2. m atr ix 방정식 :

A x - b = 0 의 알지 못하는 벡터의 해는 A - 1b이다.

3. ODE :

dx t

d t
= ax t + b의 알지못하는 함수 x t

x t = f ( t)

- > dB t = - r t B td t 의 해

- - > B t = e
-

t

0
r u du

.: 무이표 채권의 가격 함수

- > 적절한 미분방정식의 해로써 특성지워질수 있는 고정수익 증권의 가격결

정함수를 나타낸 다.

4. 적분 방정식 :

t

0
( ax s + b)ds = x t

제 4 장 파 생 상 품 의 가 격 결 정

1. Int roduct ion

파생상품의 가격을 결정할 때 자산평가의 일반적 이론과 분리하는 측면이 있다.

간단한 가정하에 그것들은 몇몇 기본적인 증권의 함수로서 파생상품의 무재정가

젹이라고 표현할수 있다. 또한, 다른 금융시장이나 경제의 실제측면에서의 연계를

고려하지 않고 자산가격결정에 사용될수 있는 공식을 얻을수 있다.

이장에서는 그런 공식을 얻는 구체적 방법이 소개된다. 한가지 방법은 2장에서

논의 한 바 있다. 재정거래의 개념은 금융자산이 적절히 할인된 마팅게일로서 행

동한다는 전제하에서 확률 측정치를 정하는데 사용될수 있다. 마팅게일 계산법은

유용하며, 내재된 기대치를 평가함으로서 무재정 가격을 쉽게 계산할수 있게한다.



이런 파생상품 가격결정 접근법을 이른바 등가 마팅게일 측정법(M ethod of

equiv alent m arting ale m easures )이라 부른다.

두 번째 가격결정방법은 사소 더 직접적인 접근법을 취하는 재정거래를 이용한

다. 첫째로 무위험 포트폴리오을 구성하고 편미분 방정식(P art ial Different ial

Equation (이하 PDE ))을 얻는다. 이 PDE는 재정거래 기회의 부족에서 유도된다.

또한, P DE는 분석적으로도 풀릴수 있으며 수치적으로도 계산될수 있다. 두가지

경우에서 파생상품의 가격결정에 관계된 문제는 기초자산의 가격 S t에 파생상품

의 가격관 관련된 F ( S t , t) 의 함수를 찾는 것이다. 폐쇄형 공식이 가격을 결정한

는데 불가능하다면 F ( S t , t) 의 동적모형을 기술하기 위해 수치적 방법 (num erical

m ethod )을 찾을수 있다. 이장은 선형·비선형 파생상품에 대해 가격결정함수

F ( S t , t) 를 결정하는 예를 제시한다. 또한. 이러한 개념이 설명되며 편미분방정식

(P DE )의 예가 주어져 있다. 이런 논의는 우리가 나중에 학습할 확률적 미적분의

기초도구로 사용될 것이다.

2. 가격결정함수(Pricing Fuctions)

파생상품의 가격을 결정하는 문제에 있어 알려지지 않은 것은 기초자산의 가격

S t와 시간 t인, 함수 F ( S t , t) 를 모른다는 것이다. 이상적으로, 재무분석가는

F ( S t , t) 에 대한 폐쇄형 공식을 얻기 위해 노력할 것이다. Black - Sh oles (이하

B - S )공식은 기초자산에 관한 콜옵션의 가격이 주어지며 아마도 다른 관계된 모수

가 잘 알려진 경우이다. 폐쇄형공식이 존재하지 않을 경우에 분석가는 F ( S t , t)

의 역학을 지배하는 등식을 얻으려 할 것이다. 이절에서 우리는 그러한 F ( S t , t)

를 결정하는 예를 보여줄 것이다. 이런 논의는 새로운 수학적 도구와 그 개념을

소개할 목적이며, 그것은 파생상품 가격결정에 일반적으로 이용되는 것이다.

2.1 선도(Forw ards )

현금매입보유상품의 부류를 고려해 보자. 우리는 S t가 기초자산인 가격결정함



수 F ( S t , t) 를 선도계약에 대해 어떻게 도출할수 있는가를 보여주려 한다. 특히,

다음과 같은 규정을 가진 선도계약을 고려한다.

미래의 어떤시간 T

t〈 T (1)

F달러는 금 한 단위를 수취하는데 지불될 것이다.

계약은 t시점에서 이루어지지만 T 시점이 되어 지급이 이루어진다.

따라서, 그것은 양 당사자(금을 인도하는 사람과 금을 인도받은 사람)에 대해 의

무가 부여되는 계약이다. 어떻게 기초 모수에 관하여 t시점에서 계약의 공정한 시

간가치를 부여하는 F ( S t , t) 함수를 결정할 수 있는가? 여기서 재정거래의 개념을

사용할 수 있다. 어떤 사람이 연속복리 이자율 r t 로 빌려온 자금을 이용하여 S t

의 가격으로 t시점에 실제 상품 한단 위를 산다고 가정하면, 우선 계약기간동안

이자율 ( r t )은 고정된다. 그리고, 보유비용 및 보험료가 C라고 하면, T - t 기간동안

이 상품을 보유하는 총비용은 다음과 같다.

e
r t ( T - t)

S t + ( T - t) c

T시점에 은행에 돌려줄 원금과 이자 T시점에 지불된 총저장비용과 보험료

이것은 T 시점에서 실제 금 한 단위를 확보하는 한가지 방법이다. 즉, 필요한 기

금을 차입해서 기초상품을 매입하고 그것을 T 시점까지 저장한다는 것을 말한다.

선도계약은 T 시점에 금 한 단위를 확보하는 또 다른 방법이다. 누군가 T 시점 (모

든 지불이 만기에 이루어진다는 가정하)에 금 한 단위의 인도를 위해 현재 계약을

한다. 따라서, 두 가지 거래결과는 동일하다. 이것은 둘 다 똑같은 비용이 든다는

것을 의미한다. 그렇지 않다면 재정거래기회가 존재한다는 것이다. 민첩한 투자가

는 두 개의 분리된 계약 - 동시에 더 싼 금을 매입하고, 더 비싼 금을 매도하는 -

을 맺을 것이다. 수학적으로 이러한 등식이 성립한다.



F ( S tt) = e
r t ( T - t)

+ ( T - t) c (3)

따라서, 우리는 어떤 재정거래 기회의 탐색가능성을 이용하고 S t , t 와 다른 모

수의 함수로서 선도계약 F ( S t , t) 의 가격을 나타내는 등식을 얻게된다. 사실상,

우리는 t시점에서 선도계약의 가치가 주어지는 F ( S t , t) 함수를 결정하게 된다.

F ( S t , t) 함수에서의 논쟁거리는 S t , t 가 변수 (v ariables )라는 점이다. 이것은 계

약 만기가 될 때까지 변화할수 있다는 것이다. 다른한편으로 c , r t , T 는 거래

기간(T - t )동안 고정된 상수로 간주 할수 있다. (3)식에서의 함수 F ( S t , t) 는 S t

에 있어 선형이라는 것을 명심하라. 따라서, 선도계약은 선형상품이라 불린다. 나

중에 콜옵션에 대한 가격결정함수 F ( S t , t) 를 제공하는 B - S 공식을 도출할 것 이

다. 이러한 B - S공식은 S t 에 있어 비선형이 된다. 옵션과 같은 특징을 가지는 상

품을 비선형 상품이라 부른다.

2.1.1 경계조건(Boundary Conditions )

만기일이 가까워 졌다 라는 개념을 공식적으로 표현하려 한다. 극한의 개념을

이용하여

t → T (4)

즉, lim
t T

e
r t( T - t)

= 1 (5)

여기서 한가지 문제는 r t 의 존재이다. 실제로는 이것이 확률변수(r andom

v ariable )이어서 마치 표준극한의 개념이 타당할수 있다. 이것을 무시하고 (3)식의

좌변에 극한을 적용하면,

S t = F ( S T , T )



이 식에 따라, 만기에서 기초자산 가격과 선도계약의 가격이 일치하게 된다.

2.2 옵션(option )

비선형자산에 대한 가격결정함수 F ( S t , t) 를 결정하는 것은 선도계약의 경우만

큼이나 쉽지않다. 이것은 후반부에서 설명될 것이다. 여기서는 F ( S t , t) 가 비선형

상품의 경우에서 만족하는 중요 특징만을 소개한다.

C t : 주식 S t 의 콜 옵션의 가격

r : 무위험 이자율 (r isk - free rate )

k : 행사가격 (st r ik e price )

T : 만기일 ( t < T )

그러면 콜옵션의 가격은 다음과 같이 표현된다.

C t = F ( S t , t) (7)

옵션에 대한 가격결정함수 F ( S t , t)는 기본적 특징을 가질 것이다. 조건을 단순

화 시킨하에 S t 는 옵션의 가격에 영향을 미치는 확률의 원천이 된다. 따라서, S t

에서 예측할수 없는 움직임이 C t에 대해 동시에 반대 포지션을 취함으로서 상쇄

될수 있다. 이 특징이 어떻게 더 명확히 될 수 있는지 보기위해 <그림 1>을 고

려해 보자. 이 그림의 아래쪽은 S t 에서의 매도포지션에 대한 손익선을 보여준다.

기초자산 한 단위를 빌려와서, S t 의 가격에서 팔렸다. <그림 1>의 위쪽그림은

S t 에 대해 발행된 콜옵션의 가격 F ( S t , t)가 어떻게 도출됐으며 그래프화됐는지

는 나중에 증명될 B - S공식에서 살펴보기로 한다. 기초자산의 가격이 S t에 있다고

가정하자. 그것은 F ( S t , t)곡선에 대해 A점에 있는 것이다. 만일 주가가 dS t 만큼

증가한다면, 매도포지션은 정확히 dS t 만큼 손실이 발생할 것이다. 그러나, 콜옵션



포지션은 이익이 발생한다. 하지만, 임계점을 보라. <그림 1> 에 의하여 S t가 가

dS t 만큼 증가했을 때 콜옵션의 가격은 단지 d C t 만큼 증가할 것이다. 그리고

d C t 의 변화를 곡선의 기울기가 dS t 보다 작기 떄문에 더 작게 된다.

d C t < dS t ' (8)

따라서, 우리가 콜옵션을 보유하고 주식을 매도한다면, 가격증가는 순손실을 이끌

dS t 와 동일하게 된다. 그러나, 이런 이유는 손실이 제거될 수 있는 포지션의 조정

으로 제안된다. A점에서 F ( S t , t)에 대한 접선의 기울기를 고려해보자. 이 기울기

는 다음과 같이 표현된다.

F s =
F ( S t , t)

S t
(9)

그러면, S t가 dS t 만큼 증가함에 따라, 매도포지션에 대한 총손실은 F sdS t 가 될

것이다. 그러나, <그림 1> 에 따라 이 총액은 d C t 에 매우 근접하게 된다. 그것은

C t 로 지시된다. 만일 dS t 가 아주작은 증감의 변화분이라면, C t 는 실제변화인

d C t 의 매우 좋은 근사값이 될 것이다. 결과적으로 옵션포지션에서의 이득은 매도

포지션의 손실과 상쇄될 것이다. 따라서, F ( S t , t) 와 S t 에서의 증감의 움직임은

아래의 방정식과 관련되어 있다.

d [ F sS t] + d [ F ( S t , t) ] = g ( t)

g ( t) : 완전히 예측가능한 시간 함수

그러면 미분을 계산하는법을 알 수 있다면, 위의 등식은 F ( S t , t) 에 대한 폐쇄

형공식을 발견하는데 사용될수 있다. 그런 폐쇄형공식이 존재하지 않으면 수치적

방법이 사용될수 있다. 다음 정의는 이절에서 논의한 개념의 일부를 정형화한것이

다.



정의 : 기초자산의 F s 단위에 반대 포지션을 취함으로 해서 C t 에서의 변화

를 상쇄시키는 것을 델타 헷징 (delt a hedging )이라 한다. 이런 포트폴리오

(portfolio)를 텔타 중립 (delta n eutr al ), 모수 F s 를 델타 (delt a )라 한다.

dS t 가 클 때 근사값이 C t d C t 가 만족하지 않음을 실현시키는 것이 중요

하다. 극도의 움직임을 가지고 있을 떄 헷지(hedg e)는 유효하지 않게된다. 이것이

<그림2> 에 나타나 있다. 만일 S t에서의 변화가 dS t 와 같다면, 대응하는 d C t 는

손실 - F s dS t를 훨씬 초과하게 된다. 명백히, 연속시간(cont inuou s tim e)이라는

가정은 자산가격결정에 있어 기본적 역할을 한다. 사실상, 기초자산에 있어 매도포

지션을 극소하게 조정함으로써 옵션포지션에서의 움직임을 복제할수 있다. 포트폴

리오에서 그러한 극소한 조정능력은 연속시간이라는 가정에 따라 정해진다. 앞서

살펴본것처럼, 큰 증분을 가진 그러한 근사값은 곧 나쁜값이라는 것이 알려질것이

다.

3. Application : 다른 가격결정 방법

이전에 논의 하였던 편미분 방정식 (part ial different ial equat ion s ( PDE ))를 사

용하는 가격결정방법을 고려해보자.

(1) 분석가는 실시간에 파생상품 F ( S t , t) 의 현재 가격과 기초자산의 가격 S t

을 안다고 가정한다. 분석가는 기초자산의 가격변화량인 dS t 가 주어질 때, 파생의

가격변화량인 dF ( S t , t) 를 계산하려고 한다.

(2) 3장에서 소개했던 개념이 이곳에서 유용하게 사용될수 있다. 미분의 개념은

함수에서 작은 변화분을 근사시킬수 있는 유용한 도구이다. 이러한 특별한 경우에

우리는 S t , t 에 의존하는 함수 F (·)를 가진다. 따라서, 우리가 만일 표준적인

미적분을 사용하면 다음과 같이 표현할 수 있다.

dF ( S t , t) = F sdS t + F t d t , (11)



단, F i 는 편미분, F s =
F
S t

, F t =
F
t

. (12)

dF ( S t , t)는 총변화를 나타냄.

(3). 등식 (11)은 파생상품의 가격결정요소의 변화측면에서 파생상품가격변화가

주어진 F (·)의 전미분이라 부를수 있다. 따라서, 분석가는 첫째로 dS t 의 평가

치를 얻은 다음, dF ( S t , t)를 평가하기 위해 전미분의 등식을 사용할 수 있다.

등식 (11)은 일단 F s의 편미분이 사용될 수 있고, F t는 수학적으로 계산된다.

다른한편, 알려진 F ( S t , t) 의 함수형태가 요구된다. 그러나, 기초변수가 연속확률

과정이라면 간단한 방식으로 해결할수 있는가? 이질문에 대한 해답은 'N O '이다.

그러나 새로운 확률 미적분으로 가능하다.

(4). 일단 등식 (11)이 결정되어지면 다음과 같은 방식으로 파생자산 가치평가를

위한 프로그램을 완수 할 수 있다. 델타헷징과 무위험포트폴리오를 사용하여,

dF ( S t , t) , dS t와 d t사이 추가적 관계를 획득할 수 있다. 이러한 추가적 관계가

등식(11)로부터 전미분을 제거하는데 사용될 수 있다.

(5). 서로의 F (·) 편미분방정식을 통해 상관관계를 얻을 수 있다. 그런 방정식

을 편미분방정식이라 불리며 만일 충분한 경계조건과 폐쇄형공식이 존재한다면

F ( S t , t) 에 대해 풀릴 수 있다. 따라서 알지 못하는 함수 있는 경우 문제점이 발

생한다. 이러한 논리가 편미분방정식과 그것의 해결책이 연구될만한 분야라 할수

있다.

4. 문제점.

사실상 금융시장의 자료는 결정적이지 않기에 모든 변수를 고려할 때 t는 램덤

하게 될 것이다. 시간이 연속적이어서 시간경과에 따라 무수히 많은 확률변수

(r an dom v ariable )을 관찰하게 된다. 따라서, F ( S t , t) , S t 와 무위험 이자율 r t 는

모두 연속확률과정(cont inuou s t im e st och ast ic proces s )이다. 그러면 똑같은 논리

를 사용하여 다음과 같은 표준적이 미적분이 도출된다.



dF ( t) = F sdS t + F r dr t + F td t 과연 가능한가? (18)

이 질문에 대한 해답은 NO '이다. 고려중인 변수가 확률과정일 때, 새로운 미적

분과 다른 공식이 필요하다.

4.1 이토정리 맛보기(A First look at Ito' s Lemma)

표준 미적분으로, 고려중인 변수가 결정되었다. 따라서, 다음과 같은 관계를 얻기

위해 전미분이 사용되었다.

dF ( t) = F sdS t + F r dr t + F t dt (19)

F (·)에서 변화분은 등식 (19)의 오른쪽 관계에 의해 주어진다. 그러나, 미적분의

규칙에 따라, 이 방정식은 극소한 간격동안만 유효하다. 유한한 시간의 간격에서

방정식 (19)는 단지 근사값으로 유효할 것이다. 단변량 테일러 시리즈 확장

(univ ariate T aylor series ex pan sion )을 다시 고려해보자. f (x )를 x R 의 무한하

게 미분할 수 있는 함수라 하자. x 0 R 근처의 f (x ) 테일러 시리즈 확장을 쓰면

다음과 같다.

f (x ) = f ( x 0) + f x ( x - x 0) +
1

2 !
f x x ( x - x 0 ) 2 +

1
3 !

f x xx (x - x 0 ) 3 + …

=
i = 0

1
i !

f i (x 0 )( x - x 0) i

(20)

이것을 df ( x ) f (x ) - f ( x 0 ) , dx ( x - x 0)로 간주하고 고차항을 무시하여, 테일

러 급수에 대입시키면 아래와 같다.

dF ( t) = F sdS t + F rdr t + F t dt

만약, ( dS t)
2 , ( dr t)

2과 더높은 차수는 다변량 테일러확장으로부터 제외되기에

충분히 작다. 그러한 근사값 떄문에, 편미분 dS t , dt , d r t의 더 높은 검정력은 등식



(23)식의 오른편에 나타나지 않는다. 이제 dt는 t에서의 결정된 변화분이다. 따라

서 ( d t) 2 , ( dt) 3이 dt에 관해 작다는 것이 일정한 상태를 지닌다. 그러나, 같은 논

리가 ( dS t)
2 , ( d r t)

2에 대해 사용 될 수 없다.

무엇보다도, ( dS t)
2 , ( dr t)

2
는 작은 간격에 대해 랜덤하다. 따라서, 그것은 dt

동안 영이아닌 분산을 가진다. 이것이 문제이다. 우리는 dt동안 영이아닌 분산을

가진 연속확률과정을 사용할수 있다. 그래서 ( dS t)
2 , ( d r t)

2
의 평균값에 대한 양

의 수를 사용한다. 그러나 이러한 조건하에서 그것은 d t에 관해 작은

( dS t)
2 , ( d r t)

2에 일치하지 않을 수 있으며 0으로 같게 될 수 있다. 표준미적분

의 경우와 같이 만일 문제에 있어 변수가 결정적이라면 취해질 수 있는 단계라

할수 있겠다. 따라서, 연속적인 확률흐름을 가진 확률적환경에서 우리는 다음과 같

은 전미분을 기술 할수 있다.

dF ( t) = F ( t) - F ( t0)

= F s dS t + F rd r t + F tdt +
1
2

F ssds2 +
1
2

F r r dr 2
t + F srdS tdr t

(24)

이것은 왜 확률적 미적분 (stochastic calculu s ) 공부가 필요한 예이다. 또한, 그런

환경속에서 미분이 의미하는 것을 이해하고, 체인룰 (ch ain rule )을 이해하는 것을

알려한다. 위의 예의 결론적인 수식이 결정적 미적분에서 얻어진것과 다르다는 것

을 보여준다.

만일 미분의 개념이 변화되는 것이 필요하다면 적분의 개념은 재형성되는 것이

필요하다. 실제로, 그런 확률적환경하에서 우리는 새로운 적분의 정의를 사용함으

로서 미분을 정의하였다. 다시말해 연속확률의 환경하에서 미분(도함수)의 정형적

정의는 존재하지 않는다.

4.2 결론

재정이론을 이용하여 미지의 함수 F ( S t , t) 를 각각의 편미분 (part ial deriv at iv e )



으로 묶어 식을 결정한 다음, 이 방정식 (partial differ ent ial equ ation을 풀어 F (·)

를 구한다. 그리고 경계조건(boun dary condit ion )을 이용해 이 함수의 모수

(param et er )를 결정한다.

에피 소 드 1 블랙-숄즈 옵션가격결정모형의 탄생

강석규

1997년의 노벨 경제학상은 스탠포드대의 마이런 숄즈 (Myron S . S choles ) 교수와

하바드대의 로버트 머튼 (Rob ert C. M ert on ) 교수에게 돌아갔습니다. 이 두 분은

최근 수십억불대의 손실을 기록한 Lon g - T erm Capit al M anagem ent의 파트너들이

기도 합니다. 숄즈 교수는 1995년에 사망한 피셔 블랙 (F ischer Black )과 함께 블

랙- 숄즈 공식을 개발하였고 머튼 교수는 이를 일반화하고 확장하는데 많은 기여

를 하였습니다. 1987년에 미국 주식시장이 붕괴되었을 때, 유력한 비즈니스 전문지

F orbes가 주식시장의 붕괴 원인이 전적으로 블랙- 숄즈 공식의 탓이라고 지적하였

을 정도로 블랙- 숄즈 공식이 세상에 미친 영향은 큽니다.

블랙과 숄즈가 이 역사적인 공식을 처음 구상하게 된 시기는 1969년이며, 당시

블랙의 나이는 31세, 숄즈의 나이는 28세였습니다. 블랙은 하바드대에서 응용수학

분야 박사학위를 받은 수리 물리학자였으나 물리학 연구를 그만두고 Arthur D.

Lit t le 경영 컨설팅 회사에서 일하고 있었으며, 숄즈는 시카고대에서 재무금융분야

박사학위를 받고 MIT 에서 조교수로 일하고 있던 경제학자였습니다. 블랙도 곧

MIT 교수로 재직하게 되는데, 신주인수권 (w arr ant s )을 연구하고 있던 블랙이 자

연스럽게 먼저 옵션의 가치결정에 눈을 돌리게 되었고 나중에 숄즈가 연구에 합

류하게 되었다고 알려져 있습니다 (블랙은 1983년에 학계를 떠나 골드만 삭스에서

일하게 됩니다). 재미있는 것은 이 당시 머튼 또한 사뮤엘슨(P aul S am uelson ) 밑

에서 공부하고 있던 대학원생으로서 블랙, 숄즈와 같은 과에서 독립적으로 옵션을

연구하였고 거의 같은 시기에 서로 다른 저널에 옵션에 대한 논문을 게재하게 됩

니다. 어쨌든 블랙, 숄즈가 그들의 연구 논문 초안을 처음 학계에 발표하고자 한



것이 1970년의 일인데, 학계는 이들의 연구 결과에 그다지 관심을 보이지 않아 두

군데 저널들로부터 논문 게재를 거절 당하게 됩니다. 우여곡절 끝에 "T he Pricin g

of Option s and Corporat e Liabilities"라는 제목으로 블랙- 숄즈의 논문이 시카고대

의 Journ al of P olit ical Econ om y에 게재된 것이 1973년의 일이고, 이 때가 역사상

처음으로 거래소를 통한 주식옵션의 거래를 가능하게끔 한 시카고 옵션거래소

(Chicag o Board Option s Ex ch ang e)가 문을 연지 한달 뒤입니다. 블랙- 숄즈의 논

문이 세상에 빛을 본 이후에도 그 가치를 먼저 인정한 것은 학계가 아닌 업계였

는데, 논문 발표후 6개월이 채 안 되어 T ex a s In strum ent s사가 블랙- 숄즈 공식을

담은 자사의 새 계산기를 선전하기 위해 W all Str eet Journ al에 반 페이지짜리 광

고를 내기에 이릅니다. 블랙- 숄즈 공식은 외형상으로는 단순한 형태를 띄고 있음

에도 불구하고 하루 아침에 만들어진 것이 아니라고들 말합니다. 1877년 카스텔리

(Ch arles Cast elli )가 T heory of Option s in St ock s an d Shares라는 저서를 쓴 것

만 봐도 주식옵션이라는 것이 존재한 지 거의 100년이 지나서야 블랙- 숄즈 공식

과 같은 쓸만한 옵션 가치결정방법이 나온 셈이니 얼마나 많은 사람들이 옵션의

가치 결정을 두고 연구해 왔을지는 쉽게 짐작할 수 있습니다. 즉, 1900년 바셸리에

(Louis Bachelier )가 그의 소르본대 수학박사 학위 논문 T h erie de la Speculation

을 통해 최초로 주가가 브라운 운동을 한다고 가정한 이론적인 옵션가치 결정방

법을 제시한 이래 1962년 보네스 (A . Jam es Bones s )가 그의 시카고대 박사 학위

논문 A T heory an d M easurem ent of St ock Option Valu e에서 자금의 시간가치

개념을 포함함으로써 이전의 연구 결과들에 비해 이론적으로 크게 발전된 옵션

가격결정 모형을 선보이기까지 많은 노력들이 있었습니다.



제 5장 확률이론의 개념과 기본적

확률모형

1. 서 론

▶ 이 장에서는 확률이론의 기본적 개념에 대해 살펴본다.

▶ 이 장의 목적은 첫째 마팅게일과 마팅게일에 관련된 도구(tools )를 논

의하기 위한 기초를 준비하는것이고, 둘째 파생자산의 가치평가에 있어 중

요한 역할을 하는 이항과정(binomial process )을 소개하는 것이다.

2 . 확 률

▶ 확률변수를 활용하기 위해서 먼저 확률공간(probability space)을 정

의해야 한다.

▶ 확률모형을 정형적으로 정의하기 위해 기본적 상황(state of the

world)의 집합이 필요하다. 특정한 상황은 기호 로 표시된다. 기호 는

모든 가능한 상황을 나타낸다. 실험의 결과는 의 선택에 의 해 결

정된다. 사상(event )의 직관적 개념은 원소 의 집합에 대응한다. 모든 가

능한 사상의 집합은 기호 로 나타낸다. 각 사상 A 에 대해서 ( A ),

확률 P (A )를 할당한다.

▶ P (A ) 0 , any A 각 사상의 확률은 0이거나 양의 값을 가진

다.

A
dP (A ) = 1 확률의 합은 1이다.

▶ 여기에서 dP (A )는 측정된 이론적 기호이며 사상 A 와 관련된 증분

확률로 여겨진다.

▶ { , , P }가 확률공간이다. 에서 하나의 가 임의로(randomly ) 선



택된다.

P (A ) , A 는 선택된 가 집합 A 를 소유할 확률을 의미한다.

2 .1 예제

▶ : USDA가 공개할 모든 가능한 보고서

: USDA가 발표한 특정한 보고서

사상(event ) : 보고서에 있는 내용에 따라 긍정적이거나 부정적이라

할 수 있다.

▶ 따라서 긍정적인 보고서 의 확률을 알고자 한다면, P (수확 보고서=

긍정적).

2 .2 확률변수 (ran dom v ariab le )

▶ 확률변수 X 는 집합 에서 정의된 일종의 함수이다.

사상 A 가 주어지면 확률변수는 특정한 수치로 가정한 것이다.

따라서 X : B

여기에서 B 는 실수 R 의 모든 가능한 부분집합으로 만들어진 집합이

다.

▶ 확률변수 X 에 관련된 확률에 대한 수리적 모형은 분포함수 G(x )로

주어진다.

G( x ) = P (X x ) , G( )는 x의 함수이다.

G( x )가 곡선이고 미분가능하면 X 의 밀도함수를 정의할 수 있다.

g ( x ) =
d G( x )

dx

▶ 어떤 기술적 조건(technical condition )하에서 분포함수 G(x )가 항상

존재한다는 것을 보여 줄 수 있다. 그러나 G(x )를 간단한 공식으

로 쓸 수 있는가하는 것은 별개의 문제이다. 이것이 가능한 몇 개

의 잘 알려진 모형이 있다. 파생상품의 가격결정에 자주 사용되는 세 개

의 기본적 확률모형에 대해 살펴본다.



3 . 적 률 (m om ent s )

3 .1 평균과 분산 (F irs t T w o M om ent s )

▶ 밀도함수가 f (x )인 확률변수 X 의 기대값 E [ X ]은 1차 적률이다.

E [ X ] =
-

xf ( x )dx

▶ 분산 E [ X - E [ X ] ] 2은 평균에 관한 2차 적률이다.

▶ 확률변수의 1차 적률은 분포의 무게중심이고 2차 적률은 분포의 퍼짐

에 대한 정보를 제공한다. 2차 적률의 근은 표준편차이다. 표준편차는 평균

으로부터 관측치들의 평균편차의 측도이다. 재무시장에서 가격변화의

표준편차는 변동성(volatility )라 한다.

3 .2 고차적률 (H ig h er - Order M om ent s )

▶ 분포가 비대칭일 경우, 분포의 왜도를 표시하는 다른 모수가 필요한

데 3차 적률은 이러한 비대칭에 대한 좋은 정보를 제공한다.

▶ 재무시장에서 더욱 중요한 개념은 두터운 꼬리(heavy tails ) 현상이

다. 이러한 두터운 꼬리를 가진 분포를 설명하는 모수가 필요한데 4차 적

률이 이러한 목적으로 사용된다.

3.2.1 두터운 꼬리(heavy tails )

▷ Heavy tails의 의미는 무엇인가?

① 정규분포에서보다 두터운 꼬리를 가진 분포라는 것은 극단의 관측치에

서 상대적으로 높은 확률을 가진 다는 것을 의미한다.

② 두터운 꼬리의 분포에서 보통 에서 극단의 관측치로의 변화가 정규분

포보다 더욱 급격하다. 분포의 중간꼬리 부분이 정규분포보다 얇다.

4 . 조 건부 기대 값

▶ 확률변수의 기대값을 취한다는 것은 예측 의 개념과 동일하다. 확률

변수를 예측하기 위해 기호 I t로 표시된 정보를 이용한다. 이러한 정보를

이용하여 계산된 기대값을 조건부 기대값이라 한다.



▶ 일반적으로 의사결정자에 의해 사용된 정보는 시간의 경과에 따라 증

가한다. 만약 의사결정자가 과거의 자료를 상실 하지 않는다면 정보의 집

합은 시간의 경과에 따라 반드시 증가한다.

I t0
I t1

… I t k
I t k + 1

… , w h ere t i , i = 0 , 1 , … 는 정보가 유용하게 되

는 시간이다.

▶ 수학적 분석에서, 정보의 집합은 s igm a f ields의 증가수열이라 한다.

그러한 정보의 집합이 연속적으로 유용하게 되면, 위 식을 만족하는 I t를

f iltration이라 한다.

4 .1 조건부 확률

▶ 먼저 확률밀도함수를 더욱 논의할 필요가 있다. 만약 X 가 밀도함수

f (x )를 가지는 확률변수라 하고, x 0가 이 확률변수의 가능한 값 중 하나라

면, 작은(small) dx 에 대해

P ( x - x 0 1
dx
2

) f (x 0) dx를 만족한다.

▶ 위의 확률이 정보의 집합 I t에 근거한다면, f (x )를 조건부 밀도함수

(conditional density )라고 한다.

정보 I t에 의존하면 f (x I t)로 표시한다.

4.1.1 조건부 기대값 (conditional expectation operator )

▷ 조건부 기대값을 정의하는 두 번째 단계는 평균하는(averaging ) 기

호이다. 사실 모든 예측은 가능한 미래값의 평균이다. 확률변수가 미래에

가질 수 있는 값들이 이 값에 해당하는 확률에 의해 가중되어 지고, 평균

(average)이 얻어진다.

▷ u 시점에서 이용 가능한 모든 정보가 주어졌을 때 확률변수 S t의 조

건부 기대값(예측치)은

E [ S t I u ] =
-

S t f ( S t I u ) dS t , u < t



▷ 주어진 t 시점에 대하여 S t가 발생하는 모든 가능한 값들의 합은 대

응되는 확률 [ f ( S t I u ) dS t] 에 의해 가중되어 합하여진다. 평균화하

는데에 I u에 대한 조건부 확률이 사용되어진다. 즉, 어떤 정보라도 예측에

있어 사용되어진다.(incorporated)

4 .2 조건부 기대값의 속 성 (propert ie s )

▶ E [ I t] = E t 라 정의하자.

① E u [ S t + F ( t) ] = E u [ S t] + E u [ F ( t) ] , u < t 각 확률변수의 기대값(예

측치)을 구한 후 이를 더하면 전체의 기대값이 된다.

② E u [ E t + T ( S t + T + u ) ] = E t[ S t + T + u ] 정보집합 I t + T가 시점 t에서 유용

하지 않기 때문에, 조건부 기대값 E t + T [ S t + T + u ]는 알려져 있지 않다. 즉,

E t + T [ S t + T + u ]는 그 자체가 확률변수이다. 기대값의 기대값은 현재 시점( t

시점)의 S t + T + u의 기대값과 동일하다.

5 . 중 요한 모형 들

5 .1 금융시장에서 의 이항분포

▶ 가격 F ( t)는 시간에 따라 연속적으로 변화지만 거래자는 제한된 범

위를 가정하고 매 시점마다 기장가격을 점검한다.

▶ t시점에서 두가지 가능성이 있다.

① 가격이 증가한다. F ( t) = + a , a >0

② 가격이 하락한다. F ( t) = - a , a >0

여기에서 F ( t)는 작은 시간간격 동안의 관측가격의 변화를 나

타낸다.

▶ t , 가 고정되면 F ( t)는 이항확률변수(binomial random variable)

이 된다. 특히 F ( t)는 단지 두 개의 가능한 확률값만을 가진다.

P ( F ( t) = + a ) = p ,

P ( F ( t) = - a ) = 1 - p ,



▶ F ( t)가 각각에 대해서 독립이라면, 증분 F ( t)의 수열은 이항확률

과정(binomial stochastic process )또는 간단히 이항과정(binomial process )

이라 한다. 확률과정(stochastic process )은 시간으로 표시된 확률변수

(random variable)의 수열이다.

▶ 위의 가정은 실제시장에서는 다소 부자연스럽다. 즉, 특정상황에서 가

격변화는 위의 제한된 상승 또는 하락폭을 벗어나고 어떤 때에는 변화하지

않는 경우도 있기 때문이다.

5 .2 제한속성 (lim it in g propert ie s )

▶ 이항과정 F ( t)에 관한 논의에서 중요한 요소는 각 F ( t)의 두 가

능한 값은 모수 에 대해 의존적이다. 이러한 의존이 이항과정의 제한행

동(limiting behavior )의 논의를 유발한다.

▶ F ( t)의 전형적인 궤도(path)는 어떤 모습인가?

상승 또는 하락의 확률이 정확히 1/ 2이라면, { F ( t) , t = t0 , t0 + , }

는 + a 와 - a 사이에서 변동되는 극단적인 이상한 궤도로 수렴될 것

이다.

▶ F ( t)는 가격과정(price process )에서 증분이었다. F ( t)자체의 궤도는

어떤 모습인가?

F ( t)가 t시점에서의 파생상품의 가격을 나타낸다면, F ( t)는 t0 이후

의 모든 상승 또는 하락의 합과 동일하다.

F ( t) = F ( t0) +
t

t0

dF ( s) as 0

즉, 최초의 가격 F ( t0)에서 시작하여 그 이후의 연속되는 무한히 작

은(infinitesimal) 변화를 단순히 더해 줌으로써 t 시점에서의 가격을 구해

낸다.

▶ 극한에서 dF ( t)의 무한한 변화는 여전히 별나다. F ( t)의 궤도

(trajectories )는 제한변동(bounded variation )인가?

이 질문은 중요하다. F ( t)가 제한변동이 아니라면 Riemann - Stieltjes



법은 사용될 수 없으며, 또 다른 적분의 정의가 필요하다.

▶ 위의 식은 표준 미적분에서의 결정변수에 대한 것이 아니라 확률과정

(random process )에 대한 것이므로 적분 그 자체가 확률변수이다.

5 .3 적률 (m om ent s )

▶ t 를 고정하자. F ( t)의 평균과 분산은 다음과 같다.

E [ F ( t) ] = p ( a ) + ( 1 - p)( - a )

Va r [ F ( t) ] = p ( a ) 2 + ( 1 - p )( - a ) 2 - [ E F ( t) ] 2

만약 p =
1
2

이면 평균은 0 이고, 분산은 a 2 이다.

▶ 이항과정은 에 비례한다.

- 가 0에 근접함에 따라 에 비례하는 분산은 같은 속도로 0로 향

한다. 즉, 를 작지만 무시하지 못할 양(quantity )으로 생각하면 분산 또한

무시할 수 없다.

- 그러나 F ( t)가 + a 와 - a 사이에서 변동한다면 분산은 2에

비례할 것이다. 0에 따라 분산은 더 빨리 0를 향해 간다.

▶ 직관적으로 말해서, 2에 비례하는 분산을 가진 확률변수는 무한히

적은 시간간격에서는 거의 상수가 될 것이다.

▶ 위의 사실로 이항확률변수의 고차적률( 에 비례하는 값을 가지는)

은 무시할 수 있다.

5 .4 정규분포

F (0 + ) = {F (0) + a w it h p
F (0) - a w ith 1 - p

F (2 ) = {
F (0) + a + a w it h p 2

F (0) - a + a w it h 2p ( 1 - p )
F (0) - a - a w it h ( 1 - p) 2

F (5 ) =

F (0) + a + a + a + a + a w it h p 5

F (0) - a - a - a - a - a w ith ( 1 - p) 5



▶ n 에 따라, F ( n )는 무한히 많은 경우가 있다. 0일 경우도 비

슷한 결과를 가져온다.

( n이 상수라면)

▶ n 이고 가 고정되어 있다면 확률변수 F ( n )의 분포는 어떻게

될 것인가?

0이고 n 가 고정되어 있다면 F ( n )의 분포는 어떻게 될 것인

가?

- 원래 F ( t)는 이항이었지만 가능한 결과의 수가 늘어나서 다항이

되었다. 따라서 확률분포도 변하였다.

▶ n 에 따라 분포의 모양은 어떻게 변화는가? 극한에서는 어떤 모

습을 가진는가?

- 이런 질문들은 확률변수의 수렴 이라는 영역에 해당한다. 이러한

주제에 접근하는 두가지 방법이 있는데 하나는 중심극한정리(central limit

theorem )이고 두 번째는 약수렴(weak convergence)이다.

▶ 중심극한정리에 의하면 n 이면 F (n )의 분포는 정규분포에 근

접한다. 고정된 와 큰(large)" n , F (n )의 분포는 평균 0, 분산 a 2 n

인 정규분포에 근접할 수 있다.

▶ 근접한 밀도함수(density ft )은

g ( F ( n ) = x ) =
1

2 a 2 n
e

-
1

2a 2 n
x 2

대응되는 분포함수는 closed- form으로 표현되지 않으므로 단지, 적분

으로 나타낼 수 있다.

▶ 실제적인 자산의 가치평가에 있어서 분포에서의 수렴의 의미를 이해

하는 것이 중요하다. n으로 표시되는 확률변수의 수열을 관찰한다. n이

증가함에 따라 n번째 확률변수의 분포함수는 정규분포와 유사하게 된다.

확률변수의 전체 수열의 분포가 수렴하는 것을 나타내는 것이 약수렴

(w eak convergence)의 개념이다.



5 .5 포아송분포

▶ 연속시간 확률과정을 다루는데 두가지 기본요소가 있다.

▶ 첫째는 Brownian Motion 또는 Wiener process로 알려진 정규분포와

동일한 연속시간이다. 정규분포에 서의 연속시간 개념은 자산 가격결정에

유용하다. 그러나 금융시장에서의 자산가격의 궤도를 설명하기에는 불충분

하다. Jump 를 설명할 또 다른 모형이 필요하다.

▶ 어떻게 jumps 의 현상을 설명할 수 있는가?

▶ 포아송분포가 두 번째 요소이다. 포아송분포를 하는 확률과정은 예측

할 수 없는 발생시점 t i , i = 1, 2 , 에서의 jumps로 구성된다. jumps 시점

은 각각에 대해 독립이며, 각 jump는 같은 크기를 가진다고 생각된다. 나

아가서 작은 시간간격 에서 한 jump 이상이 관측될 확률은 무시할 수

있다.(거의 0이다.) t시점까지의 관측된 전체 jump의 수는 포아송 계

수과정(poisson counting process )이라고 하며 N t로 표시한다.

▶ 포아송과정에서 작은 시간간격 에서의 jump의 확률은

P ( N t = 1) 여기에서 는 intensity라는 양(+)의 상수이다.

▶ 정규분포와의 차이점 : 정규분포를 따르는 확률변수에서는 정확하게

0의 값을 가지는 확률은 0(nil)이었다. 하지만 포아송분포에서는 가 작으

면 확률은 거의 P ( N t = 0) 1 - 이다.

▶ 따라서 작은 간격에서 jump가 일어나지 않을 높은 확률이 있다. 즉,

포아송과정의 궤도(trajectories )는 우연한 jump에 의해 이어지는 연속적인

궤도(path)로 구성되어 진다.

▶유한의 간격 에서 n번의 jump가 있을 확률은

P ( N t = n ) =
e - ( ) n

n !
이다.

6 . 확 률변 수의 수렴

6 .1 수렴의 형태와 용도



정의 X 0 , X 1 , , X n , 은 확률변수의 수열이다.

만약 lim
n

E [ X n - X ] 2 = 0이면

X n의 평균제곱(mean square)에서 X 에 수렴한다.

▶ 이 정의에 의해 X n = X + n으로 정의된 확률추정오차(ramdom

approximation error ) n은 n이 무한대로 갈수록 더욱 작은 분산을

가진다.

▶ 유한한 n에 대해서, n의 분산은 작지만 반드시 0은 아니다.

6.1.1 평균제곱수렴(MSC:mean square convergence)의 relevance

▷ 평균제곱수렴은 Ito Integral이 특정 합(sum )의 평균제곱극한으로

정의되기 때문에 중요하다. 특히 수렴의 다른 정의를 사용하면 이 극한은

존재하지 않는다.

정의 만약 P ( lim
n

X n - X > ) = 0 , (임의의 >0 ) 이라면

확률변수 X n은 X 에 거의 확실하게(almost surely ) 수렴한다.

6.1.2 예제

▷ S t는 동일한 시간간격에서 관측된 자산가격이다.

t0 < t0 + < t0 + 2 < < t0 + n = T

X n = {
n

i = 0
S t0 + i [ S t0 + ( i + 1) - S t0 + i ] ( 1)

T

t0

S t dS t ( 2)

위의 식(2)에서의 X n는 확률과정을 포함한다. 그러므로 (1)의 극

한을 취함에 있어 새로운 형태의 수렴에 대한 표준이 사용되어야 한다.

▷ 어떤 (확률:random ) 수렴표준이 사용되어야 하는가?



6 .2 약수렴 (w e ak c on v erg en c e )

정의 X n을 확률분포 P n을 가지는 확률변수라 하자.

만약 E
P nf (X n ) E Pf ( X ) ( f ( )는 제한되고, 연속적인 실수의 함수이다.)

이면 X n이 X 에 약수렴한다고 하고 lim
n

P n = P이다 . (단, P는 X 의 확률

분포이다.)

6.2.2 예제

▷ n 일수록 S n ( t)는 더욱 정규분포과정처럼 움직인다.

n이 증가할수록 극한의 가우시안과정은 S n ( t)보다 더욱 사용하기

편리하다. 또한 n이 증가할수록 S n ( t)가 변화할 수 있는 경우의 수가 더

욱 증가한다.

7 . 결 론

▶ 이 장에서 확률이론의 기본적 개념에 대해 살펴보았다.

▶ 중요한 점

① 정규분포인 확률변수와 포아송과정은 두가지 기본적 요소이다.

② 이항과정에 대해 논의했다. 예제들은 확률과정(stochastic process )

에서 수렴의 중요한 개념을 소개하는데에 사용되었다.

c h a p te r 6 . M a rt in g a le s 과 Ma rt in g a le 설 명

1 . In trodu c tion

E [ S t + Δ - S t] = 0

2 . D e fin it i on



m art in gale 이론은 추세 방향에 따라 관찰되는 시계열을 분류하는 것이다.

만약 궤도가 판별 가능한 추세나 주기가 없다면 통계적 과정은 m art in gale처

럼 나타난다.

subm art in gale : 평균적으로 과정이 증가하는 것

superm art in gale : 평균적으로 과정이 감소하는 것

2 .1 . N otation

t : 시간

연속이고 연속 시간 확률 과정을 다룬다.

{S t , t [ 0 , ] } : 관찰된 과정

{I t , t [ 0 , ] } : filt r ation (여과)

시간이 흐름에 따라 의사 결정자가 연속적으로 사용할

수 있는 정보세 트의 집합

S t : 일정한 구간 [0 T ]에서의 임의의 가격 과정

S t i
: 특정한 시간 t i에서 가격 과정의 가치

{t i } : 연속시간 구간 [ 0 , T ]의 다양한 시간 간격

만약 S t의 값이 각각의 t 0에서 정보 세트 I t에 포함되어 있다면

{S t , t [0 , ] } 는 {I t , t [0 , ] } 에 적응되어 있다고 한다.

2 .2 . 연 속 - 시 간 m artin g a le s

다른 정보 세트를 이용하여 {S t } proces s의 다른 예측을 할 수 있다.

=> E t[ S T ] = E [S T |I t] , t < T

; 시간 t 에서 정보세트를 사용하여 S t의 미래 가격 S T 를 예측한다.

Definition



proces s {S t , t [0 , ] }는 정보 세트의 집합 I t와 확률 P에 관한

m art in gale 이다.

모든 t >0일 때,

1. 주어진 I t에서 S t 는 알려져있다.

2. 조건부가 아닌 예측은 유한하다.

E |S t| <

3. 만일

E t[ S T ] = S t , t < T

이면 확률은 1이다.

즉, 관찰되지 않은 미래 가치들의 최고의 예측은 S t의 마지막 관찰 값이다.

m art in gale의 성질

1. m arting ale은 확률 변수이며 그의 미래 변동성은 주어진 현재 정보 세트에

서 완전히 예측되지 않는다.

2. m art in gale에서 미래의 이동 방향의 예측은 불가능하다. => m art in gale인

과정의 특징

3. 만일 과정의 궤도가 장·단기적인 추세를 나타낸다면 과정은 m arting ale이

아니다.

4. m arting ale은 항상 정보 세트와 확률 측정치에 대하여 정의되어 있다.

5. 만일 정보의 내용이나 확률이 변한다면 그러한 상황하에서의 과정은

m arting ale이 되지 않을 수도 있다. 즉 반대의 겨우 m arting ale이 아닌 과정 X t가

주어질 때, 적절한 확률측정치 P 로 수정하고 m arting ale로 X t를 전환할수도있다.

3 . 자 산 가격 결 정 에 서 m art in g ale의 사 용

만일 미래 이동을 주어진 정보세트에서 완전히 예측할 수 없다면 S t과정은

m arting ale이다.

그러나 주식과 채권의 가격은 완전하게 예측할 수 없는 것은 아니다.

예를 들어 할인채권의 가격은 시간에 따라 증가한다고 예측되어 진다. (주식



도 마찬가지)

평균적으로 증가한다고 기대된다면

시간 T 에서 만기인 할인채권의 가격을 B t로 나타내면

B t < [ E t[ B u ] ] t < u < T

=> 할인채권의 가격은 m art in gale이 아니다.

위험 주식 S t가 양의 기대수익을 가진다면

E t[ S t + - S t]

: 기대수익율의 양의 비율

superm art in gale

옵션을 예로 들어 설명하면 옵션은 시간 가치를 가지고 있고 시간이 경과함

에 따라 유럽형 옵션의 가격은 떨어진다. (다른 상황은 변함이 없을 때 ) 이러한

과정을 superm arting ale이라 한다.

일반적으로 자산의 가격은 m arting ale 이 아니라 sub 또는 superm art ing ale

이다. 그런데도 m art ing ale에 관심을 가지는 이유는 무엇인가?

=> 대부분의 금융 자산들은 m art in gale이 아니지만 이들을 m art in gale로 전

환할 수 있기 때문이다.

subm art in gale을 m art in gale로 전환하는 방법 ( chapter 7 )

1. 기대되는 추세를 e - r tB t 또는 e - r tS t 에서 뺀다. 그러면 이것은 완전하게

예측할 수 없는 추세 주위에 편차를 만들게 되며 변환된 변수들은 m arting ale이

된다.

일반적인 조건 아래에서 임의의 연속시간 과정은 m arting ale과 증가 (감소)과정

으로 분해 된다. 이때 증가(감소) 과정을 제거하는 것을 Doob - M ey er분해라 한다.



2. subm art in gale은 직접 변환시키는 대신 확률 분포를 변환한다.

=> equiv alent m art in gale m easure (ch apt er 14)

4 . 통 계 적 모 델 링 에 서 m art in g ale과 의 관련 성

재정거래 가능성이 없는 시장균형상태에서 합성확률분포 P 를 얻고 모든

적절하게 할인된 자산 가격 S t는 m art in gale이 된다.

E P [ e - ru S t + u |I t] = S t , u >0

=> m art in gale 은 실용적인 자산가격 결정에 기초적인 역할을 한다.

m art ing ale 이론은 매우 유용하며 연속 시간에서 통계적 변수에 대해 풍부

한 환경을 제공한다.

E P [ X t + Δ |I t] = X t

에서 m art in gale 은 연속 시간에서 어떤 궤도를 그리는가?

=> m art in gale 은 매우 불규칙한 궤도를 그린다.

불규칙한 궤도는 두가지 형태를 가진다.

1. 연속적 - > 연속적인 m arting ale

2. jum p - > 오른쪽 연속 m art in gale

ex ) 참고 pp 107∼108

figure 1 - 연속적인 m art in gale

figure 2 - 오른쪽 연속 m arting ale

=> t0 , t 1 , t2에서 jum p할때, m art in gale은 오른쪽으로 연속이다.

cont inuou s square int egrable m art in gale Brow nian M otion

* process 가 유한한 분산을 가진다. => E [X 2
t ] <



* 수정된 시각에서 Brow nian M otion으로 움직이는 모든 m arting ale을 나타

낸다.

* 이것은 Brow nian M otion과 유사하다.

변화를 예측하지 못하는 것과 점프가 없는 것은 연속 시간에서 Brow nian

M otion의 성질이다.

이것이 자산가격결정에 적절하다면 가격과정의 작은 증분을 정규화로 가정하

는 것이 좋다.

4 .1 예 제

작은 구간에서 독립 포아송과정을 사용하여 m art in gale 을 구성한다.

어떤 재무시장이 좋은 혹은 나쁜 뉴스에 영향을 받는다.

N G
t : 시간 t까지 좋은 뉴스인 경우의 총수

N B
t : 시간 t까지 나쁜 뉴스인 경우의 총수

과거의 데이터와는 관련이 없으며 두 사건은 독립이다.

1. 두 사건이 일어날 확률이 동일할 경우

=> M t = N G
t - N B

t

에서 M t 는 m arting ale이다.

2. 좋은 뉴스가 발생할 확률이 나쁜 뉴스가 일어날 확률보다 높을 경우

=> M t 는 subm arting ale이다. .

따라서 기초 확률이나 정보세트의 변화는 과정의 m arting ale의 성질을 변화

시킨다.

5 . m art in g ale궤 도 의 성 질

{X t }: continu ou s squ are in tegrable m art ing ale의 궤도를 나타낸다.



v ariat ion (변동 ) V 1 : V 1 =
n

i = 1
|X t i

- X t i - 1
|

하부 구간 t i - t i - 1에서 관찰된 X t의 변화량의 절대값의 합

이차 변동 V 2 : V 2 =
n

i = 1
|X t i

- X t i - 1
| 2

변화의 제곱의 합

변동과 이차변동은 시간에 따라 얼마나 변화하는가를 나타내는 다른 측정치

이다.

V 1과 V 2의 성질

Q) X t i
가 X t i - 1

에 다가감에 따라 V 1은 0으로 가는가?

궤도의 3가지 성질

1. 변동 V 1은 확률적 센스에서 무한대로 수렴할 것이며, 연속 m art in gale 은

매우 불규칙적 일 것이다.

2. 2차 변동 V 2는 잘 정의된 확률 변수로 수렴할 것이다.

- > 궤도의 불규칙 정도에 상관없이 m art in gale은 square int egrable 이고

작은 하부기간 동안의 증분의 제곱합은 수렴한다.

왜냐하면 작은 수의 제곱은 더욱 작아지기 때문이다.

3. 모든 고차 변동은 확률적 센스에 의해서 제거될 것이다.

- > 이러한 고차 변동들은 많은 정보를 가지고 있지 않다.

=> 1. V 1은 cont inuou s squ are in t egrable m arting ale 의 미적분에 사용하기

에 유용한 양은 아니다. 하지만 V 2은 유용하게 사용된다.

2. 만약 기초 과정이 연속 m art ing ale이라면 고차 변동은 무시할 수있다.



6 . m art in g ale s 의 예

1. Brow nian M otion

X t가 연속과정이고 그의 증분이 정규분포라고 가정할 때, 이러한 과정을

Brow nian M otion이라 한다.

X t∼N ( , 2 )

X t + T = X 0 +
t + T

0
dX u

E t[ X t + T ] = X t + T

=> X t는 이 정규분포에 대해서 또, 현재와 과거의 X t의 정보에 대해서

m arting ale이 아니다.

det erm inistic 함수를 제거함으로써 X t를 m art in gale 로 전환할 수 있다.

Z t = X t - t

E [Z t + T ] = X t - t
= Z t

=> Z t는 m art in gale 이다.

2. 제곱 과정

작은 구간 동안 관련이 없는 증분을 가진 과정 S t라 할 때,

S t∼N (0 , 2 )

Z t = S 2
t

E [ Z t] = 2

=> Z t는 m art in gale 이 아니다.



Z t에서 평균변화를 제거한다면 m art in gale을 얻을 수 있다.

E t[ Z t + T - 2 ( T + t) ] = Z t - 2 t

3. 지수 process

X t∼N ( , 2 )

S t = e
{ X t -

2

2
t}

, :실수 , X t의 평균= 0

Q1) 이 변환은 m art in gale 인가?

Q2) S t가 m art ing ale이 되기 위하여 왜 시간 함수 g ( t) =
2

2
t를 제거해야

하는가?

Q3) X t의 증분은 예측이 불가능하지는 않는가?

4. 오른쪽 연속 m art in gales

N t : 포아송 계산 과정

계산과정이고 점프의 수는 시간이 지남에 따라 성장하기 때문에 시간에 따

라 증가한다.

N *
t = N t - λt : m art in gale

분산은 유한하며 제곱 in t egrable이다.

=> 다양한 연속시간 proces s를 적절한 평균을 제거함으로써 m art in gales

로 변환하는 것이 가능하다는 것을 알수 있다.

7 . m art in g ale 설 명

- Doob - M ey er decom posit ion 과 특수한 경우의 형식화



예제

* 실용성 - 연속 시간 구간을 구분함으로써 금융시장의 증권 가격 결정에

유용한 방법이 된다.

* Ito 적분의 복잡성을 이해할 수 있다.

* 확률 공간에 대한 이해와 자산 가격과 결합한 다양한 궤도의 확률을 정하

는 방법

7 .1 예 제

1. 확률 공간

주어진 조건하에서 기초 확률공간을 어떻게 구성할 것인가?

=> 가격변화수열의 확률 즉 다양한 궤도와 결합 확률에 관심을 가진다.

; 가격변화의 표본path 혹은 궤도

확률공간 : 모든 가능한 path혹은 궤도로 만들어진 세트

2. 다양한 궤도와 결합한 확률

7 .2 D o ob - M ey er 분 해

Doob - M ey er 분해

시간 t i에서 특정 자산의 하락 확률보다 상승 확률이 클 경우

- > {S t k
}: subm art in gale

이 subm art ing ale을 두 개의 부분으로 분해할 수 있다.

- > S t k
= - ( 1 - 2p ) ( k + 1) + Z k

에서 우변의 첫 번째 t erm은 증가하는 det erm inist ic 변수이며 두 번째 t erm

은 m art in gale이다. 이러한 분해를 Doob - M ey er decomposit ion 라 한다.

=> 연속 구간의 유한한 수의 점에서 관찰된 process에서 행해진다. (즉 연속



구간에서 이산인 경우)

연속적으로 관찰되는 process에서도 분해가 가능한가?

T h e orem

만일 X t , 0 t 가 {I t }집합에 관하여 오른쪽 연속 subm arting ale 이고

만약 모든 t에 대하여 E [ X t] < 라면 X t는

X t = M t + A t

로 분해되며

이 때, M t : 오른쪽 연속 m art ing ale

A t : I t에 관한 증가과정 측정치

이다.

△ 연속적으로 관찰된 자산 가격이 동시에 때때로 jum p 와 상승 추세를 보이더

라도 시간 t 에서 관찰된 process를 제거함으로써 m art in gale로 변환할 수 있다.

△ 원래의 연속 시간 proces s가 jump가 아니라 연속이라면 결과의 m art in gale

도 연속이다.

Doob Decom position의 이용

8 . 확 률 적 적 분

H t i - 1
: I t i - 1

에 적응된 확률변수

Z t : I t와 확률 측정치 P에 관한 m arting ale

M t k
= M t0

+
k

i = 1
H t i - 1

[ Z t i
- Z t i - 1

]

dZ u가 시간 t에서 주어진 정보로 평균 0인 극소한 확률적 증분을 나타낼 때,



M t = M 0 +
1

0
H u dZ u

로 표현할 수 있는가?

Riem ann - St ieltjes 근사 방법은 위의 식에서 확률적 적분을 정의할수 있는

가?

8 .1 재 무 에의 적 용 : 거 래이 익

확률적 적분은 재무이론에 적용된다.

9 . 결 론

S t : 시간 t에서 관찰된 자산의 가격

극소의 기간동안 거래자가 S t에서 새로운 예측이 되지않는 정보를 얻었다면

dS t = td Wt

더 오랜 기간에 이러한 예측되지 않는 정보를 누적하면, T 구간 후에 자산가

격은

S t + T = S t +
t + T

t
u d Wu

E t[
t + T

t
u d Wu ] = 0 : S t는 m arting ale이다.



읽을 거 리 2 '자연과학 법칙성' 금융흐름 분석에 유용

물리학의 이론은 금융 흐름을 분석하는 금융모델로 곧잘 쓰인다. 담배연기처럼

어떻게 퍼져나갈지 예측할 수 없는 입자의 자유운동을 설명하는 물리학의 `브라운

운동 '은 대표적인 예이다. 73년 경제학자 피셔 블랙과 미론 숄즈는 주가가 이와

비슷하게 자유운동을 한다는 가정을 한 뒤 미래에 실현될 파생상품의 현재 가치

를 계산해내는 독특한 블랙- 숄즈 공식을 개발해 파생상품 거래를 활성화하는 계

기를 마련했다. 97년 숄즈와 이 공식을 보완한 멀톤은 노벨경제학상을 받았다.

불꽃이 종이를 태우는 경로나 물체에 열이 퍼지는 경로가 예측할 수 없는 패턴

을 보인다는 열역학 이론도 금융에 자주 응용된다. 유체역학도 마찬가지다. 채권

의 유통속도가 줄거나 커지는 흐름의 유형을 강의 폭과 깊이의 차이에 따라 달라

지는 강물의 흐름에서 찾으려는 것이다. 이 이론으로 보면 강물의 온도는 강의 지

점마다 다른데, 이는 금융상품의 가치가 시간에 따라 달라지는 것과 유사하다. 이

밖에도 파동의 시작이 향후 어떻게 진전하는가를 보여주는 패턴을 금융 흐름과

비교한 파동이론을 비롯해, 혼돈이론·인공지능이론 등도 금융공학의 분석기술로

등장하고 있다. 이강파이낸셜 서비스의 류재준 이사 (재무관리 박사)는 “금융상품

의 가치를 변화시키는 변수과 조건들이 갈수록 많아지면서 현대금융은 본질적으

로 예측할 수 없게 됐다”며 “다만 수학과 자연과학의 법칙들은 이런 금융의 불

확실성이 던지는 불안감을 줄이고 투자자를 안심시키는 하나의 약속과 표준이 되

고 있다”고 말했다.<오철우 기자> 한겨레신문 [ 문화생활 ] 1999. 3. 29

Chapter 7. Differential in Stochastic

Environments



1. Int roduct io n

f ( x )의 x 에 대한 미분은 x 의 미소한 변화량에 반응하는 f (x ) 의 비율을 나타낸

다.

df (x ) = f x dx

단, f x 는 x 에 관한 미분

확률적 상황에서도 비슷한 개념이 요구되는데, 예를 들어 기초자산 S t 의 가격

변동(변화)량이 주어질 때 콜 옵션의 가격은 S t 에 대해서 어떻게 반응할 것인가?

하는 것들이다.

결정적상황에서는 이 질문에 대해 미분의 일반적인 법칙들을 사용할 수 있지만,

재무자산의 가격결정에 있어서는 확률적 변수 (stocha st ic v ariable )을 다루어야 하

고, 위험의 개넘이 중심적인 역할을 하므로 기초변수들은 연속확률과정

(continu ou s - t im e st ochast ic process )을 따르게 된다.

(1) 이 때에도 결정적 환경에서와 같이 일반적인 공식들을 사용할 수 있을까?

미분의 개념은 결정적인 변수들인 경우 다른 변수들에 대한 한 변수의 변화의 효

과를 모델링하는 상미분의 개념과 연결된다. 그렇다면

(2) 재무자산의 가격의 dyn am ics (움직임, 변화)을 모델링하는 데도 사용 가능할

까?

(3) 파생자산의 움직임들은 r an dom nes s가 필수적인데 어떻게 새로운 미분을 정

의할 수 있을까? 단순히 r andom 오차항들을 상미분방정식에 접착시켜 파생상품의

가격결정에 이용할 수 있을까? 또는 확률미분방정식 (stochastic differ ential

equation s :SDE s )을 정의하는데 어려움이 없을까?

7장에서는 SDE를 이용한 st och ast ic 환경하에서 미분을 다룬다.

그러기 위해서는 SDE를 구하여 결정적인 상황에서처럼 직접 미분공식들을 가

져오기 어려움을 보이고, 연속시간과정에서 S t 의 움직임들은 SDE에 의해 표현된

dynam ic을 이용함으로써 근사될 수 있음을 보여야 한다.

dS t = a ( S t , t) d t + b( S t , t)d Wt



단, d Wt : 미세한 구간 d t동안 발생하는 예측불가능한 사건들을 표현하는

혁신적인 용어

a ( S t , t) : dr ift coefficient

b( S t , t) : diffu sion coefficient

Wt 는 이 모형 시스템을 도출하고, 기초자산의 r andom n ess의 원천이며, 불규칙

적인 process를 가진다. 또한 det erm inistic calculu s 의미에서 미분이 존재하지 않

는다. 따라서 다른 방법으로 dS t , d Wt 를 정의해야 한다.

2. Motivat ion(결정적인 상황과 확률적인 상황에서의 미분에 대한 비교)

먼저, 기초주가를 S t 라 하고, 파생상품의 가격을 F ( S t , t) 라 하면, st ockbrok er

들은 주식가격의 미래(다음)상태의 변화인 dS t 를 알고 싶어한다. 그리고 dS t 에

대한 dF t 를 알고 싶어하는데, 어떻게 dS t 로부터 dF t 를 계산할 수 있을까?

여기에서 관심이 되는 것은 기초자산이 어떻게 변하는가가 아니라 금융 파생상

품이 기초자산에 대해 어떻게 반응하는가 하는 것이다.

결정적 상황하에서의 Ch ain Rule"을 이용하여 구할 수 있지만, 확률적 상황에

서도 Ch ain Rule"이 적용가능할까?

dF t =
F
S

dS t

3장에서 일반적인 미분은 극한의 작용으로 정의하였다.

lim
h 0

f (x + h) - f ( x )
h

= f x

단, f x <

여기에서 x 가 단순히 결정적인 시간축이라면 x 의 변화량에 대한 f (x ) 의 비로

미분이 정의되지만, x 가 연속시간축을 움직이는 확률변수라면, 새로운 미분의 개



념이 정의되어야 한다.

f ( x ) 가 r an dom proces s인 x 의 함수라고 가정하면, 테일러 급수를 이용하여 이

미 알고 있는 값 x 0 의 주위로 f ( x ) 를 확장하면

f (x ) = f ( x 0) + f x ( x 0 ) [ x - x 0 ] +
1
2

f xx (x 0 )[ x - x 0 ] 2 +
1

3 !
f x xx (x 0 ) [ x - x 0 ] 3 + R (x , x 0)

단, R ( x , x 0) 는 나머지항(4차 이상의 편미분, 순열, 그리고 (x - x 0 ) 4 )

여기에서 x = x - x 0 로 두고, R (x , x 0)의 값들은 매우 작으므로 무시하면, 위

시기은 다음과 같이 재표현된다.

f (x 0 + x ) - f ( x 0) f x ( x ) +
1
2

f xx ( x ) 2 +
1

3 !
f xxx ( x ) 3

단, x : 확률변수 x 에 대한 미세한 변화

그러나, 우리의 목적은 f (x ) 에 대한 x 의 변화에 대한 효과를 측정하는 것이므로,

x 는 무시될 수 있을 정도로 작은 변화량은 아니다.

1
2

f x x ( TR IA N GL E x ) 2 를 보면, x 가 결정적 변수라면 ( x ) 2는 x 가 작아질

수록, x 보다 ( x ) 2 이 훨씬 빨리 작아지므로 무시될 수 있으나, 현재의 경우는

x 가 확률변수이기 때문에 x 도 확률변수가 된다.

x 가 평균이 0이라고 가정하면, E [ x ] 2 >0이 되어 x 는 r an dom이다. 이

이유로 테일러 급수에서 두 번째 항는 포함되어야 한다. 그리고 3차이상의 항은

무시해도 별 오차가 없기 때문에 결과적으로

f ( x 0 + x ) - f (x 0) f x x +
1
2

f xx E ( x ) 2

단, ( x ) 2은 기대값으로 대체

또 다른 가능한 방법은 ( x ) 2
대신에 ( x ) 2

의 평균제곱극한(m ean square

lim it )를 대체하여 사용할 수 있다. 이 방법은 h 0에 따라 2h가 평균제곱의 의



미에서 ( x ) 2
에 충분히 가까이 간다는 것을 이용한다.

· x 가 r andom이면

f (x 0 + x ) - f (x 0) f x x +
1
2

f x xE [ ( x ) 2 ]

또는,

f (x 0 + x ) - f ( x 0) f x x +
1
2

f x x [ x * ]

단, x * 는 ( x ) 2의 평균제곱극한이다.

· x 가 결정적이라면, ( x ) 2는 거의 무시되므로

f (x 0 + x ) - f ( x 0) f x x

가 된다.

결정적인 경우에 x로 양변을 나누어주면,
( x 0 + x ) - F (x 0)

x
f x 이 되지

만, 확률적 x 에 대해서는 lim
h 0

f (x 0 + x ) - f ( x 0)
x = f x + lim

x 0

1
2

f xx
( x ) 2

x 인

데, 여기에서는 x 0 이게 할 수 있는가는 명백하지 않다.

3 . A Frame wo rk fo r Dis c us s ing Diffe re nt iat io n

확률적 계산에서 미분의 개념는 확률적 수렴의 형태를 사용해야 한다. 그런데,

확률적 상황에서의 미분의 구조 (fr am ew ork )는 SDE이다.

dS ( t) = a ( S ( t) , t) dt + b( S ( t) , t) d Wt

이 방법을 이해하기 위해서, 미분이 확률적 상황하에서 진행된다면, SDE는 어

려움 없이 구해질 것이다.

우선 시간구간(t im e int erv al)은 t [ 0 , T ]이고, 이 구간을 n 등분하면

0 = t0 < t 1 < … < t k < … < t n = T



이 된다. 그리고 한 구간의 차이를 h = t k - t k - 1 라 하면, t k = kh 이 된다. 또한

S k = S ( kh) ,

S k = S ( kh) - S ( ( k - 1) h)

이고, S k 는 h 기간동안 주가 ( S t)의 변화를 나타낸다.

여기에서 특정한 k 에 대한 기대값이 존재한다면, Wk 를 다음과 같이 표현할

수 있다.

Wk = [ S k - S k - 1] - E k - 1[ S k - S k - 1]

E k - 1[· ]는 구간 k - 1에서 이용할 수 있는 모든 정보가 이용된 기대갑이다. 그

래서 S k - S k - 1 은 실제의 주가를 나타내고, E k - 1[ S k - S k - 1]은 k - 1시점의 정

보 I k - 1을 이용한 조건부 기대값이다.

※ Wk (Innov at ion )의 성질

① Wk 는 ( k - 1)시점에서는 알 수 없는 값인데, I k 에서는 특정이 가능하다.

즉 정보 집합 I k 가 주어진다면 Wk 의 정확한 값을 알수 있다.

② k - 1 시점 ( I k - 1 )에서는 E k - 1[ Wk ] = 0 , 즉 예측 불가능하고, I k 가 주어진

다면 E k [ Wk ] = Wk 가 된다.

③ Wk 는 마팅게일 과정에서의 변화를 나타내고, 마팅게일 차분 (m art ing ale

difference)이라 부른다.

Wk = W1 + … + Wk

=
k

i = 1
Wi

단, 시작점인 W0 은 0이다.

위의 성질로부터 Wk 는 마팅게일임을 알 수 있고 아래와 같은 결과가 된다.

E k - 1 Wk = E k - 1[ W1 + … + Wk ]
= W1 + … + Wk - 1

= Wk - 1

E k - 1( Wk ) = 0

결국, 공정하게 받아들일 수 있는 가정하에서 W2
k 와 d W2

t 는 테일러 급수에서

무시될 수 없다는 것임을 알 수 있다.



4 . The "S ize " of inc re me nta l Erro rs

Wk 는 예측할 수 없는 변화로 표현되는데, ( Wk ) 2 은 이것의 제곱이다. 결정

적 상황이라면,

Wk 만 다루겠지만, 확률적 상황에서는 테일러 급수에서 둘째항인 ( Wk ) 2
까지

다루어져야 한다. 이를 다루는 방법에는 ① St ochastic proces s를 이용하는 방법이

고 ② M ert on이 제시한 방법이다.

M erton이 제시한 방법은 Wk 의 분산을 V k 로 나타내면

V k = E 0 [ Wk
2 ]

이 되고, 누적 오차의 분산은

V = E 0 [
n

k = 1
Wk ] 2 =

n

k = 1
V k

로 정의된다. 단, Wk 는 k 에 대해 무산관되어 있고, 이들의 Cross Produ ct는 0

이다. (즉, 다른 Wk 의 곧분산은 0이다.)

가정 1 : V > A 1 > 0

단, A 1 은 n 에 대해 독립이다.

이 가정은 주가에 대해 아주 빈번한 관측을 하여도 모든 위험은 제거되지 않는

다는 것을 의미한다.

가정 2 : V <A 2 <

단, A 2 은 n 에 대해 독립이다.

이 가정은 시간축을 보다 작게 나누므로 해서 거래는 더욱 빈번하게 일어나지

만, 이로 인해 주가 (sy st em )는 완전히 불안전한 상태가 되지 않음을 의미한다. 즉

위험은 무한하지 않다는 것을 뜻한다.

그래서 가장 변하기 쉬운 구간의 자산가격의 분산은

V m ax = m ax [ V k , k = 1, … , n ]가 된다.



가정 3 :
V k

V m ax
> A 3 , 0 <A 3 < 1

단, A 3 은 n 에 대해 독립이다.

이 가정은 금융시장의 불확실성이 특정기간에 집중되어 있지 않다는 것을 의미

한다.

Pro post io n : 위의 3개의 가정아래에서 Wk 의 분산은 h 에 비례한다.

E [ Wk ] 2 = 2
k h

단, k 는 h 에 의존하지 않지만, k - 1 에 의존하는 유한한 상수이다.

Proof )

가정 3에서
V k

V m a x
> A 3는 V k = A 3 V m ax 가 되는데, 양변에 n 을 곱해주면,

n

k = 1
V k > A 3 V m ax 가 된다. 가정 2에서 A 2 >

n

k = 1
V k > nA 3 V m a x 가 성립하므로

V m ax <
1
n

A 2

A 3
(*)

또한 n =
T
h

이므로,
1
n

A 2

A 3
> V m ax > V k로부터

h
T

A 2

A 3
> V k 이 되고 가정1로

부터
n

k = 1
V k > A 1 을 알 수 있다. 따라서 n V m ax >

n

k = 1
V k > A 1이 성립한다.

가정3 V k >A 3 V m ax 을 사용하여 바로 위식을 n 으로 나누어주면,

V m ax >
A 1

n
=

A 1

T
h 가 성립하는데, 이것과 가정 3을 이용하면,

V k > A 3 V m a x >
A 3A 1

T
h가 성립한다.

V k >
A 1A 3

T h ( **)



따라서 (*)와 (**)에 의해서
h
T

A 2

A 3
> V k >

A 1A 3

T
h이 성립한다. 이 의미는 V k

는 h 와 선형함수 관계에 있는 upper boun d와 low er bound를 가진다.

결론적으로 중간값 정리에 의해서 다음이 성립한다.

V k = E [ Wk ] = 2
k h

단, 2
k 는 k 에 의존하는 상수이다.

5 . One Implicat io n

V ar [ k W2
k ] = 2

k V ar [ W2
k ] = 2

k h가 되므로, V ar [ W2
k ] = h 임을 알 수 있

다. 그래서

W2
k h

가 된다.

확률변수의 Lim it를 가진다고 생각하고, Wk 에 대해 일반적인 미분으로 표현

하면,

lim
h 0

W ( k - 1)h + h - W ( k - 1)h

h

이 된다.

이것은 시간에 대한 Wt 의 미분으로 생각할 수 있다. h 0 에 따라

lim
h 0

W ( k - 1)h + h - W ( k - 1)h

h 0

가 되어 미분이 잘 정의되지 않는다. 즉 W2
k h 이기 때문에 f ( h) =

h 1/ 2

h 의 형

태가 되어, 그림에서 보는 바와 같이 h 가 0에 까까워짐에 따라 의 값이 된다.

6 . Putt ing the Res ults Togethe r



S k - S k - 1 = E k - 1[ S k - S k - 1] + k Wk dptjj , lim
h 0

W ( k - 1)h + h - W ( k - 1)h

h

는 I k - 1 로서는 예측이 불가능한 inn ov ation항이고, V ar [ Wk ] = h이다.

E k - 1[ S k - S k - 1 ]은 정보 집합 I k - 1 의 조건부 기대값 또는 자산가격의 변화에

대한 예측이다. 그래서 이 변화량은 정보 집합 I k - 1 가 시간구간 h 에 의존하므로

다음과 같이 나타낼 수 있다.

E k - 1[ S k - S k - 1] = A ( I k - 1 , h)

즉, A (·)는 함수의 형태이다. 이 함수를 테일러 급수의 확장을 이용하여 확장하

면,

A ( I k - 1 , h) = A ( I k - 1 , 0) + a ( I k - 1 , )h + R ( I k - 1 , h)

가 되는데, A (·)가 h 에 대해서 sm ooth한 함수이므로 R ( I k - 1 , h) 는 0에 근접

하게 되고, A ( I k - 1 , 0) 은 시간의 변화가 없으므로, 기초주가도 변화지 않는다.

따라서 테일러 급수에서 첫 번째항만 남아서

E k - 1[ S k - S k - 1] a ( I k - 1 , kh) h

가 성립한다. 따라서 S k - S k - 1 = E k - 1[ S k S k - 1] + k Wk 은

S k - S k - 1 = a ( I k - 1 , kh)h + k [ Wk h - W ( k - 1)h ]

가 성립한다. h 0 에 따라 SDE는 다음과 같게 된다.

dS ( t) = a ( I t , t)d t + t d W( t)

이 SDE는 dirft a ( I t , t) 와 diffu sion t 의 요소를 가진다고 말할 수 있다.

6.1 St ochast ic Differ ent ials

여러 가지 관점에서 r an dom 증감에 대해서 언급하였는데, dS t , d Wt와 같은 증

감의 변화에 대한 정형적인 정의가 요구되고 이를 위한 것이 It o in tegral이다. It o

in t egral만이 SDE를 정형화할 수 있다.



제 8 장 금융시장에서의 위너과정과 이상사건

(T he Wiener Process and Rare Events in Financial Markets )

1. 서 론

일반적으로 거래일의 매순간에 세가지의 가능성이 있다. 한단위만큼 가격이 오를

수도 있고, 내릴 수도 있고, 변하지 않을 수도 있다. 사실, 유동자산(liquid

in st rum ent s )의 가격은 급격하게 변하지는 않는다. 그러므로 "이상(r ar e )"사건을 무

시한다면 연속시간에서의 금융자산의 가격결정은 현실적으로 위의 세가지 상황에

따라서만 진행한다고 할 수 있다. 그러나 불행히도 대부분의 금융자산과 파생상품

시장은 때때로 극단의 (extr em e) 움직임을 보이며 이런 시점에서 정확한 가격결

정을 할 필요가 있는 것이다.

"극단 (ex trem e )"이거나 "이상 (r ar e )"사건은 어떤 경우에 발생하는가? 금융시장에

서의 동요 (turbulence)는 이상사건 (r ar e ev ent s )과 같은가?- (Is turbulence in

fin ancial m arket s the sam e as "rare ev ent s "? ) 이번 장에서는 이상사건(r ar e

ev ent s )의 확률구조에 대해 살펴보고 그것을 위너과정의 행동과 대조해 보고자 한

다. 특히 위너과정으로 특징(characterizat ion )지울 수 있는 사건에 대해 살펴보고

이를 통해 자연스럽게 이상사건을 설명할 수 있게 한다.

"이상사건 (r ar e ev ent s )"은 관찰된 가격 과정의 비연속성과 관련되어 있으며 이

는 동요 (turbulence )와는 다르다. 증가분산과 변동성 (v olat ility )은 연속시간 확률과

정으로 간주할 수 있다.

이상사건을 구별하는 것은 이상사건의 크기와 확률이 관측구간에서 변하는가

그렇지 않은가에 있다. 특히 관측구간 h가 점점 작아지면, 정상사건(norm al

ev ent s )의 크기 (size ) 또한 점점 작아진다. 이는 결국 사건을 정상적 (ordinary )"으

로 만든다. 큰 가격변화가 한 달 안에 여럿 발견될 수 있다. 한 주에서는 더 적을

것이고 몇 분의 간격에서는 더욱 적을 것이다. "정상적 (ordin ary )"인 시간

(m om ent )에서의 사건은 거의 고려할 필요가 없다. 이것이 바로 정상 (n orm al)"사



건의 특징이다. 이들(norm al ev ent s )은 h가 0에 가까이감 (관측구간이 매우 짧아

짐)에 따라 중요성이 감소된다.

반면에 정상적이기 때문에 아주 작은 구간으로 나눌지라도 그 발생확률은 zero

가 되지는 않는다.

이상사건은 다르다. 정의에 의하면 그것은 가끔 발생한다. 즉, 연속시간에서

h 0일 때 발생확률은 zero에 가까이 간다. 그러나 그것의 크기 (size )는 줄어들지

않는다. 1987년의 m arket cr ash는 아주 진귀한 (r ar e )"사건이었다. 특정한 날, 아주

짧은 순간동안에 그러한 crash가 관측될 확률은 무시할 수 있다. 그러나 그러한

crash가 발생하면 관측구간이 10분이든 전체의 거래일이든 크기는 크게 다르지 않

다.

앞 장에서 한가지 중요한 결과를 설명하였다. 매우 평범한 가정 하에서 자산가

격의 t Wt (the surprised com ponent )의 분산은 E [ t Wt]
2 = 2h이다. 즉, 자산

가격에서 비예측 변화는 기대크기 t h를 가질 것이다.

그러나 표준편차 (standard deviat ion )"을 얻는 방법 (→ 가능한 크기에 대응되는

확률을 곱하여 얻는다)을 기억해야 한다. 이는 두 가지 요소(사건의 확률, 크기)의

곱으로 얻어진다. h에 비례하는 분산은 만약 크기가 ( h에 대해) 독립이라면 h에

의존하는 확률에 의해 구할 수 있고, 크기가 ( h에 대해) 비독립이라면 h에 독립

인 확률에 의해 구할 수 있다. 위에서 전자는 이상사건 (rare ev ent s )에 관한 것이

고 후자는 정상사건 (n orm al ev ent s )에 관한 것이다.

1.1 Relev ance of the Discu ssion

이 장은 이상사건과 정상사건의 차이에 집중한다. 독자들은 기술적인 면에서 이

러한 차이가 매우 중요하다는 것을 쉽게 알 수 있을 것이다. - 특히, 이상사건의

존재가 자산가격의 불연속궤도 (discontinu ou s path s )를 의미한다면. 그러나 그런

불연속의 실제적인(pract ical) 적용이 있는가? 이상사건이 존재한다면 금융자산 가



격결정은 다르게 진행되는가?

이러한 질문에 대한 답은 일반적으로 확실하다. 자산가격이 jump 불연속을 보

이면 다른 식(form ulas )을 사용해야 한다. 이는 당연히 금융자산의 가격결정에도

영향을 미칠 것이다.

예를 들면 위험관리에서의 최근의 이슈에 대해 알아보자. 첫 번째는 자본요구

(capital r equir em ent s )이다. 시장에서 반대의 행동에 의한 손실을 커버하기 위해

금융기구가 비축해야할 자본은 얼마나 되어야 하는가?

그 답은 위험에 대해 그 가치(v alue)"가 얼마나 큰가에 달려있다. v alue - at - r isk

m easures의 계산을 위한 여러 방법이 있다. 그러나 그것들 모두는 기초자산의 가

격이 극단의 방향으로 움직일 때 포트폴리오 가치의 변화를 측정하고자 한다.

분명히 위의 시도에서 jum p 불연속적인 가격을 유발하는 이상사건이 존재하는

지를 아는 것은 매우 중요하다. 만약 jum p가 발생하지 않는다면 v alue- at - r isk 계

산은 정규분포를 사용하여 진행할 수 있다. 가격변화는 정규분포 이상과정의 결과

로서 모델화될 수 있으며 적절한 조건하에서 v alue- at - r isk는 정규분포를 따를 것

이다. 즉 그것은(v alue- at - r isk ) 어떤 극단의 가격 변동하에서 잃을 수 있는 양에

확률을 곱함으로서 분명히 구할 수 있다.

2. 일반적 두 모델

연속시간 자산가격의 모델링에는 두가지 기본적 모델이 있다. 하나는 위너과정

즉 브라우니언 동작이다. 이는 연속확률과정이고 시장이 "정상(ordin ary ) 사건으로

구성될 때 사용될 수 있다. 두 번째는 포아송 과정이다. 이는 이상사건에 의해 발

생하는 쳬계적(sy st em at ic , 주기적) jum p s를 모델링하는 데 사용된다. 포아송과정

은 불연속이다.

위의 두 모델을 적절히 조합함으로써 특정한 상황에서 적합한 모델을 생성할

수 있다.

이상사건과 정상사건을 논의하기에 앞서 이 절은 위의 두 모델에 대해 다시 살

펴보고자 한다.

3. 이산간격에서의 SDE 재론 (SDE in Discrete Intervals , Again)



정상사건과 이상사건의 심도있는 분석은 유한의 간격 (fin it e in terv al)에서 확률

미분방정식을 고려함으로써 행해질 수 있다.

동일한 크기 h의 이산간격에서의 SDE를 다시 생각해보자.

S k - S k - 1 = a ( S k - 1 , k) h + ( S k - 1 , k) Wk , k = 1, 2 , , n ,

여기에서 a (S k - 1 , k) h는 다음간격에서 증분 S k - S k - 1이 평균적으로 얼마나 변할

것으로 기대하는지를 결정하는 drift 요소(com pon ent )이다. Wk는 자산가격의

surprise"요소를 결정하는 innov at ion항이다. 어떤 가정하에서는 innov at ion항의

분산이 h에 비례하는 것으로 나타났다. ( S k - 1 , k) 2은 비율(proport ionality )의 요

인 (fact or )이었다. 정상사건과 이상사건을 더욱 자세히 공부하기 위해 가정을 더욱

간단히 한다.

가정 4 : Wk는 가능한 값을 유한개 가지는 것으로 간주할 수 있다.

Wk의 가능한 결과와 대응되는 확률은

k Wk = {
w 1 w it h probabilit y p 1

w 2 w it h probabilit y p 2

w m w it h probabilit y p m

어떤 사건이 일어날지에 대하여는 분명하지 않지만 가능한 사건의 집합은 모든

경우에 대해 알려져있다. 전형적인 w i은 inn ov ation항 k Wk의 가능한 결과를

나타내고 p i는 관련된 확률을 나타낸다. 모수 m 은 전체 가능한 결과의 수이고

정수이다.

두 종류의 w i가 있다. 처음의 세 개는 정상 (n orm al)"결과를 나타낸다. 예를 들

면 w 1은 상승, w 2는 하락, 그리고 w 3은 자산가격의 변동없음 을 나타낸다. 실

제에서 이들은 금융시장에서의 일반적 전개이다.

나머지 가능성 w 4 , w 5 , 는 드물게 일어나는 특별한 사건의 여러 유형을 보여

준다. 예를 들면 기초증권이 곡물선물에 기초한 파생상품이라면 w 4는 큰 가뭄의



영향을 나타내고 w 5는 예상치못한 긍정적 곡물 예상을 효과를 보여주는 것 등이

다. 분명히 그러한 가능성이 극단의 가격변화나 희귀한 경우라면 그것은 분명 한

단위이상으로 가격을 변화시킬 것이다. 그렇지 않다면 가격변화는 정상사건

w 1 , w 2 , w 3에 의해 발생할 것이다.

이러한 관점은 다음 절에서 이상사건의 확률적 구조를 결정하는 데에서도 사용

될 것이다.

4. 이상사건과 정상사건의 특징

앞 장의 가정 1- 3하에서 중요한 결과가 증명되었다. 즉 k Wk의 분산은 관측

간격 h에 비례한다.

E [ t Wt]
2 = 2 h

여기에서 k는 정보집합 I k - 1이 주어질 때 알 수 있는 모수이다.

이 결과는 가정 4를 이용하면 더 개발될 수 있다. 독자가 기호(notation )에 잘

적응하기 어렵더라도 사실 이상사건과 정상사건의 매우 분명한 특징은 이런 식으

로 주어질 수 있다. 그러나 이상사건과 정상사건의 유용한 특징을 결국 얻는다면

그것은 작은 대가에 불과하다.

가정 4에 의하면 Wk는 유한개의 값을 가진다고 간주할 수 있다. w i와 대응

확률 p i에서 분산은

Var [ k Wk ] =
m

i = 1
p i w

2
i 이다.

앞 장의 중요한 proposit ion을 이용하면

m

i = 1
p iw

2
i = 2

k h ,

위에서 모수 m 은 가능한 상황의 수이다. 위 식의 좌변은 단순히 평균으로부터의

제곱편차의 가중평균이며 이 경우 zero이다. 가중 (w eight s )"은 가능한 결과에 관

련된 확률이다.

위의 식의 좌변은 m 개의 유한하고 음이 아닌 수의 합이다. 만약 합이 h에 비

례하고 각 요소가 양(또는 zero)이라면 합에서의 각 항은 h에 비례하거나 zero이



어야 한다. 다시 말하면 각 p iw
2
i 은

p iw
2
i = c ih

여기에서 c i >0는 어떤 비율요소 (factor of proportion ality )이다.

위의 식은 p i w
2
i 의 모든 항은 h의 선형함수이다. 또한 곱이 h에 비례하는, h

의 두 함수 p i , w i를 나타낼 수 있다. 즉,

p i = p i ( h) , w i = w i( h)

따라서 p i ( h) w i ( h) 2 = c ih

M erton (1990)에 따라 함수 p i( h) , w i ( h)의 특정한 지수 형식을 가정한다. :

w i ( h) = w ih
r i p i ( h) = p ih

q i (22), (23)

여기에서 r i와 q i는 음이 아닌 상수이다. w i와 p i는 관측간격의 크기 h에 대해

서는 독립이며 i또는 k에는 비독립인 상수이다.

그림 3은 h
r i의 선택을 보여준다. 세 가지 예가 있다.: r i = 1인 경우 (논의의 대

상이 아니다.), r i = 5인 경우, r i = 1/ 3인 경우이다. 특히 h
r i > h이다.

식(22),(23)에 의하면 사건의 크기와 확률은 간격의 크기 h에 비독립적이다. r i

와 q i가 zero일 때를 제외하면, h가 커짐에 따라 관측된 가격변화의 (ab solu te ,

절대)량과 그것의 확률은 더욱 커진다.

이상사건과 정상사건을 특징짓기 위해 모수 r i와 q i를 사용한다.

두 모수 모두 음이 아니다. r i는 관측 간격이 작아짐에 따라 사건의 크기가 얼

마나 빨리 zero에 가는가를 알려준다. q i는 관측간격이 감소함에 따라 확률이 얼

마나 빨리 zero에 가는가를 알려준다. 또한 r i와 q i 모두가 동시에 사라질 수는

없지만 둘 중 하나는 사라질 수도 있다.

이제 모수 r i , q i의 한계가 어떻게 이상사건과 정상사건을 구별할 수 있는가를

분명하게 보여준다.

식(18)에서 Wk의 분산은 다음 식으로 구해진다.

p iw
2
i = w i

2
p i h

2 r ih
q i

그러나 각 p i w
2
i 는 h에 비례한다.



p iw
2
i = c ih

그러므로,

w i
2

p i h
( q i + 2 r i) = c ih

그러나 이것은 다음을 의미한다.

q i + 2 r i = 1

그리고

c i = w i
2

p i

따라서 모수 r i , q i는 다음의 한계를 만족해야한다.

0 r i
1
2

그리고

0 q i 1

사실 위에서 관심있는 두 가지 경우가 있다. 즉,

r i = 1/ 2 , q i = 0

그리고

r i = 0 , q i = 1

첫 번째 경우가 정상 (n orm al)사건을 유도하며 두 번째가 이상 (r ar e )사건을 유도하

는 경우이다. 이것을 차례로 논의한다.

5. 이상사건의 모델

이상사건이 존재한다면 자산가격을 나타내기 위해 어떤 모델을 사용할 수 있는

가?

무엇이 필요한지를 생각하라. 관측변화를 두 가지 요소로 분해하는 방정식으로

자산가격을 나타내고자 하는 것이 여기에서의 접근법이다. : 그 시점에서의 정보

가 주어지면 예측 가능한 것과 예측 불가능한 것으로 나눈다. 길이 h의 작은 간

격에서

S k - S k - 1 = a (S k - 1 , k) h + ( S k - 1 , k ) Wk , k = 1, 2 , , n



h가 작아짐에 따라 무한히 작은 간격에서 유용한 연속시간의 자산가격변화를

알 수 있다.

dS t = a ( S t , t) dt + ( S t , t) d Wt

다음 장에서 SDE s를 더욱 자세히 공부하고 미분 dS t와 d Wt가 무엇을 의미하는지

를 보일 것이다.

이상사건을 다루기 위해 다른 표현을 쓸 필요는 없다. 이것은 기대하지 않게 일

어나며 그 분산은 시간간격 h에 비례한다. 사실 위너과정의 경우에서와 다른 점은

표본궤도 (sample path s )의 연속성에서 발생한다는 것이다. 그러므로 같은 SDE표

현이 단순한 변경(m odification )으로 사용될 수 있다.

필요한 것은 random , 예측 불가능한 오차 d Wt에 대한 새로운 모형이다.

이상사건의 경우 사건의 크기인 요인을 정의하는 것은 h일지라도 무한히 작지

는 않다. 반면에 h 0에 따라 그 확률은 무시할 수 있다. 따라서 새로운

innov at ion항은 가끔 일어나는 자산가격의 (r an dom ) jum ps를 나타낼 수 있어야

한다. 나아가 모형은 그런 jum p의 발생가능성에 대한 어떠한 잠재된 변동성도 알

아낼 수 있을 정도로 유동적이어야 한다.

더욱 특정화할 수 있다. 첫째 오차항을 둘로 분리하라. 앞의 논의에서 자산가격

의 변화는 연속적으로 발생하는 정상사건과 가끔 발생하는 jum p의 혼합이 될 것

이다. 첫 번째 요인을 Wk로 표시하고 두 번째 요인을 N k로 나타낸다. 이를 더

욱 자세히 하면 사건이 크기 1의 자산가격에서 jum p라고 가정하면, 어떤 순간

k - 1에서

N k - N k - 1 = {1 w ith probabilit y h
0 w ith probabilit y 1 - h

여기에서 는 k - 1시점의 정보집합에 대해 비독립적이지 않다.(독립이다)

N k = N k - N k - 1라 두자

N k는 상수의 비율 를 가지고 일어나는 크기 1의 jum p를 나타낸다.

N k가 포아송 계수과정을 사용하여 모형화될 수 있다는 것은 분명하다. 사실 포

아송과정은 다음의 특성을 가진다.

1. 작은 구간 h에 대하여 적어도 하나의 사건이 1에 가까운 확률을 가지고 일

어날 수 있다.



2. t시점까지의 정보는 다음 순간 h에서의 사건의 발생 (또는 비발생)을 예측하

는 데에 도움이 되지 않는다.

3. 사건은 상수의 비율 로 발생한다.

사실, 포아송과정은 위의 모든 조건을 동시에 만족하는 유일한 과정이며 jum p

불연속을 모델링하는데에 가장 좋은 것같다. 그러나 두 가지 변경이 필요하다.

첫째, 특정 자산가격의 jump의 발생비율 (r at e )은 시간의 경과에 따라 변화한다.

포아송과정은 상수의 발생 비율을 가지고 그러한 행동을 조절할 수 없다. 어떠한

조정(adju stm ent )이 필요하다.

둘째, N t의 증분은 양의 평균을 가진다. SDE접근법은 단지 zero m ean을 가지

는 inn ov ation항을 다룬다. 또 다른 변경은 dN t의 평균을 제거할 필요가 있다.

조절된 변수를 고려하자. J t = (N t - t)

증분 J k는 zero m ean을 가지고 예측불가능일 것이다. 나아가 J t를 (시간에 의

존적인)상수 즉 2 ( S k - 1 , k)로 곱하면 jum ps의 크기는 시간의존적

(t im e - dependent )이 될 것이다. 그러므로 2 ( S k - 1 , k) J k는 자산가격에서 예기치

않는 jum ps를 나타내기에 적당하다.

이는 금융자산시장이 산발적인 이상사건에 영향을 받으면 확률미분방정식은 다

음과 같다는 것을 의미한다.

S k - S k - 1 = a ( S k - 1 , k) h + 1( S k - 1 , k ) Wk + 2 ( S k - 1 , k) J k , k = 1, 1 , , n

위의 확률 미분방정식은 정상사건과 이상사건을 동시에 다룰 수 있다.

결론적으로 jum p 요소 dJ( t)와 위너요소 d W( t)는 매시점 t에서 통계적으로

독립적이어야 한다는 것에 주목하라. h가 작아짐에 따라 정상사건의 크기는 작아

져야 하며 반면에 이상사건의 크기는 동일해야 한다. 이런 조건하에서 두 사건은

서로 관련되어 있을 수 없다. 그것들의 순간적인 상관은 zero이어야 한다.

6. 중요한 적률

7. 결 론

다음의 두 장에서는 확률미분방정식의 개념에 대해 정형화한다. 이 장과 앞장에서



는 SDE s를 위한 기초를 놓았다. 자산가격의 dyn am ics는 항상 확률미분방정식에

의해 얻어진다는 것을 보였다.

dS t = a ( S t , t) dt + [ 1( S t , t) d Wt + 2 ( S t , t) dJ( t) ]

여기에서 우변의 첫항은 S t의 기대변화 (ex pected ch ang e)이고 중괄호 안의 두 번

째 항은 t시점까지의 정보가 주어졌을 때 예측 불가능한 surprise compon ent이다.

확률미분은 정형적으로 정의되지 않으며 앞으로의 논의는 작은 (sm all)" 증분

S k와 Wk를 사용한다.

SDE s의 예측 불가능한 요인들은 두 부분으로 구성된다. d Wt는 규칙적으로 발

생하는 미세한 크기의 사건을 나타내며 dJ( t)는 크고 (large)" 드물게 (rarely ) 일어

나는 사건을 나타낸다.

작은 간격에서 확률변수 d Wt는 1차 및 2차적률에 의해 완전히 알 수 있다. 고

차적률은 추가적인 정보를 제공하지 않는다. 그러므로 정규성을 가정하고 Wt이

위너과정을 따르도록 한 것은 사건에 대한 좋은 추정이 되게 한다.

이상사건은 정규분포에 의해 설명될 수 없다. 이상사건의 금융시장에 대한 영향

을 고려한다면 비기대 요소 (unex pected com pon ent s )는 dJ t과정에 의해 보충되어

야 한다. 포아송과정이 dJ t의 특성을 꽤 잘 표현한다.

시장참여자가 모수 1( S t , t)와 2 ( S t , t)를 자유로이 선택할 수 있다면 위너과

정과 포아송과정의 조합은 금융시장에 영향을 미치는 모든 종류의 변동

(disturban ces )을 표현할 수 있다.



제 9 장 확률적 환경에서의 적분 (Ito적분)

- Integr ation in Stochastic Environment s (T he Ito Integral) -

1. 서 론

미분과 적분 operation s에 대한 실제적인 관심은 미분방정식 (differ ent ial

equation s )을 구하는 것이다. 미분방정식은 물리적 현상의 dyn am ics를 표현하

는 데에 사용된다. 단순한 선형 미분방정식은 아래의 식과 같다.

dX t

dt
= A X t + B y t , t 0

여기에서
dX t

d t
는 t에 대한 X t의 미분이며 y t는 외생의 (ex ogen ou s ) 변수이다.

A 와 B 는 모수이다.16) 상미분방정식은 실제적인 모델링에 필요한 도구이다. 예

를 들면, 엔지니어가 어떤 변수 y t가 있다고 하면 과거 의 X t와 작용하여서 미래

의 X t의 변화량을 결정한다. 이러한 관계는 미분방정식에 의해 추정되며 여러

가지 경우에 사용될 수 있다.17)

다음의 주제는 상미분방정식을 구하는데 사용된다. 첫째, 미분의 개념이 정의된

다. X t로 표기된 대부분의 함수의 미분이 존재하는 것으로 나타났다. 일단 미분

이 존재하면 주제는 dX t/ dt를 테일러 시리즈 ex pan sion s을 통해 추정하는 것으

로 진행된다. 관련된 이론의 한계점들을 고려한 후에 이분방정식을 얻는다.

주제의 마지막에는 미적분의 기본적 정리는 적분과 미분의 개념사이에 밀접한

연관성이 있음을 증명하고 있다. 사실, 적분은 증분의 합을 나타내며 반면에 미분

16 만약 B = 0이면 방정식은 동질적이라고 한다. y t가 t에 대해 독립이면

sy stem은 자발적이게 된다. 그렇지 않다면 자발적이지 않다.

17 예를 들면, 엔지니어가 X t의 미래 궤도에 대한 생각을 가지고 있다면 문제는

X t가 이러한 궤도를 따르도록 하는 적당한 {y t }를 구하는 것이다.



은 변화율을 나타낸다. 만약 변수 X t에 변화율 dX t를 추가하면 그 변수의 가장

최근의 값은 다음과 같이 얻어질 것으로 기대된다.(시초값은 X 0 = 0이다.)

t

0
dX t = X t

이는 모든 미분방정식에서 대응되는 적분방정식을 유도해 낼 수 있다는 것을 보

여준다.

확률적 미적분에서 같은 주제의 적용은 불가능하다. 예측치 못한 n ew s"가 연

속적으로 도착한다면, 그리고 어떤 현상의 dyn am ics를 나타내는 방정식이 그러

한 잡음의 함수이면 미분의 의미있는 개념은 정의될 수 없다.

그러나 어떤 조건하에서 적분을 성공적으로 구할 수 있다. 이는 상미분방정식을

다음의 확률미분방정식으로 대체하도록 한다.

dX t = a td t + td Wt , t [ 0 , ) ,

여기에서 dX t/ dt와 같은 미분을 쓰는 대신에 미분 dX t , d t , d Wt의 항으로 미래의

움직임을 표현하고 있다. 이러한 미분은 새로운 적분의 개념을 사용함으로써 정의

되어진다. 예를 들면 h가 작아질수록 증분

X t + h - X t =
t + h

t
dX u 은

dX t의 이미를 부여하는데 사용된다. 사실 이전의 여러 관점에서 실제적으로 세

밀하게 dS t또는 d Wt에 대해 논의하지 않고 이러한 미분을 사용해 왔다. It o적분

의 정의도 그러할 것이다.

어떤 자산 가격 S t의 dyn am ic한 행동을 표현하는 SDE를 고려하자:

dS t = a ( S t , t)d t + ( S t , t) d Wt , t [0 , ) . (5)

양변에 적분을 취하면 이 방정식은 다음과 같이 된다.

t

0
dS u =

t

0
a ( S u , u ) du +

t

0
( S u , u ) d Wu , (6)

여기에서 우변의 마지막 항은 위너과정 Wt의 증분에 대한 적분이다.

위의 식의 우변의 적분을 즉각적으로 설명할 수는 없다. 5장과 7장에서 논의되

었듯이 Wt의 증분은 작은 구간 h에 대해 매우 유별나다. Wt의 변화율은 평균

적으로 h - 1/ 2이었다. 그리고 이는 h가 작아짐에 따라 더욱 크게 되었다.18) 이러

한 증분이 매우 별나다면 그것의 합은 무한이지 않는가?



이 장은 어떻게 이렇게 어려운 문제가 해결되는지를 보여줄 것이다.

1 .1 It o 적 분과 S D E s

It o적분의 정형적 정의는 확률미분방정식의 개념을 더욱 자세하게 할 것이다. 일

단 다음의 적분

t

0
( S u , u ) d Wu이

어떤 정밀한 방법으로 정의된다면 식(5)의 SDE의 양변을 적분할 수 있다.:

S t + h - S t =
t + h

t
a ( S u , u ) d u +

t + h

t
( S u , u ) d Wu ,

여기에서 h는 유한한 시간구간이다.

이것으로부터 7장과 8장에서 여러번 사용되었던 유한미분추정 (finite

differencee approx im at ion )을 구할 수 있다. h가 작다면, 특히 sm ooth함수

S u와 u라면 a ( S u , u )와 ( S u , u )는 시점 u [ 0 , )에서 많이 변하지는 않을

것이다. 이 방정식을 다시 표현하면,:

S t + h - S t a ( S t , t)
t + h

t
d u + ( S t , t)

t + h

t
d Wu .

바로 적분을 취함으로써 유한미분추정을 구할 수 있다.:

S t + h - S t a ( S t , t) h + ( S t , t) [ Wt + h - Wt] .

다시 쓰면:

S t a ( S t , t) h + ( S t , t) Wt

이것이 앞의 장에서 종종 사용한 유한구간에서의 SDE 표현이다. 이 표현은 최

소한 두가지 이유에서 추정 (approx im ation )이다. 첫째, E t[ S t + h - S t]는 h에

대한 1차 테일러시리즈 추정과 동일하다.:

E t[ S t + h - S t] = a ( S t , t) h .

둘째, a ( S u , u ) , ( S u , u ) , u [ t , t + h ]는 시점 u = t일 때의 각각의 값에 의해

18 평균변화율은 h로 나누어진 Wt + h - Wt의 표준편차를 의미한다. 6장에서 일

반적인 가정하의 예측불가능한 사건의 표준편차는 h 1/ 2에 비례하는 것으로 나타났

다.



추정되었다. 이러한 추정들 모두는 a ( S u , u )와 ( S u , u )에서의 어떤 sm oothnes s

조건을 만족해야 한다. 이 모두는 아래의 식

dS t = a ( S t , t)d t + ( S t , t) d Wt 은

적분방정식

t + h

t
dS u =

t + h

t
a ( S u , u ) du +

t + h

t
( S u , u ) d Wu 을 의미한다.

우변의 두 번째 적분은 It o sen se로 정의되고 h 0에 따라

t + h

t
( S u , u )d Wu ( S t , t) d Wt (14)

즉, SDE s의 diffu sion항은 사실 무한히 작은 시간간격에서 추정된 Ito 적분이

다.

이러한 추정이 의미있으려면 Wt에 대한 적분이 먼저 정형적으로 정의되어야 하

고 두 번째는 시간의 경과에 따른 a ( S t , t)와 ( S t , t)의 움직임에 대한 조건을 부

여하여야 한다. 특히 이러한 I t - m easurable 모수가 지나치게 변화하지 않아야

한다.

1 .2 It o 적 분의 실제적인 적용

실제에서 It o적분은 확률미분방정식보다 적게 사용된다. Pr act it ioner는 파생

자산가격을 계산하는데에 Ito 적분의 거의 전혀 사용하지 않는다. 다음에 논의되

겠지만 무재정거래가격은 편미분방정식 또는 마팅게일 변형을 사용함으로써 계산

되어진다. 두 경우 모두 It o적분을 직접적으로 계산할 필요는 없다.

그러므로 이런 점에서 거래자의 관점의 실제적인 적용을 살펴보는 일은 어렵다.

It o적분을 정의하는 것은 단순히 이론적인 연습이며 실제적인 적용은 없는 것처럼

보인다. pr act it ioner는 Ito적분의 존재를 기꺼이 받아들인고 여전히 SDE s를 직

접적으로 사용하려할 것이다.

독자는 이점에 주의하여야 한다. It o적분의 정의를 이해하는 것은 적어도 두가

지 이유에서 중요하다. 첫째, 이미 언급하였듯이 확률미분방정식은 단지 It o적분

에 의해서만 정의되어진다. SEDs의 진정한 의미를 이해하기 위해서 It o적분의

이해가 선행되어야 한다. 그렇지 않다면, SEDs를 실제 문제에 적용하는데 있어

오차가 발생할 것이다.



왜 It o 적분이 적합한가에 대한 두 번째 이유는 다음과 같다. 만약 SEDs가 무

한히 작은 구간에서 정의되어진다면 유한의 구간에서의 그것의 활용은 어떤 추정

(approxim ation )이 요구된다. 사실 (14)에서 보여진 추정은 h가 작지 않다면 유

효하지 않다.

그렇다면 It o적분의 정의를 사용하여 새로운 추정이 정의되어질 것이다.

이러한 점이 금융파생자산의 가격결정의 관점에서 매우 중요하다. 왜냐하면 실

제에서는 항상 유한의 구간에서 계산을 하기 때문이다. 예를 들면 1일 (on e

day ) 은 분명히 무한히 작은 구간이 아니며 그러한 구간에서의 SDE s의 활용은

추정을 요구한다. 이러한 추정의 정밀한 형식Ito적분의 정의를 고려함으로써 구할

수 있다.

요약하면 유한의 간격에서의 확률미분방정식

S k = a k h + k Wk k = 1, 2 , , n , 을

확률미분방정식

dS t = a ( S t , t)d t + ( S t , t)d Wt , t [0 , ) 로

변형하는 능력은
t + h

t
( S u , u )d Wu 를 정의함으로써 d Wt를 설명하는 능력과 같

다. 이는 확률 적분을 수행함으로써만 구해질 수 있다.

2 . Ito 적분

It o 적분은 시간의 경과에 따른 확률(r andom ) 증분의 합을 정의하는 하나의 방

법이다. 이 때 확률 증분은 셀 수 없이 많고 예측 불가능하다. 이러한 적분은

Riem ann - Stieltjes 적분의 방법으로 구해질 수 없다. 왜 그런지를 아는 것은 유

용하다.

이미 보았듯이 위너과정에서 증분 d Wt는 아무리 짧은 미래에서도 예측불가능

한 확률변수를 나타낸다. 시점 t에서의 위너과정의 값 Wt은 독립된 증분의 무수

히 많은 합이다.:

Wt =
t

0
d Wu (17)

(0 시점에서 위너과정이 zero의 값을 가진다는 것을 기억하라. 그러므로 W0 = 0

이다.) 이는 매우 간단한 확률적분 (stochastic in t egral)이다.



더욱 적합한 확률적분은 SDE의 innov at ion t erm을 적분함으로써 구할 수 있다.:

t

0
( S u , u ) d Wu (18)

(17)과 (18)의 적분은 매우 특이한 확률변수의 sum m ation s이다. 왜냐하면

>0인 경우 d Wt와 d Wt + 이 여전히 비상관이기 때문이다. 문제는 이러한 특이

한 항 (erratic term s )의 합이 유의하게 정의되느냐 하는 것이다. 결국, 매우 많

은 (수없이 많은) 특이한 원소들의 합은 유한하지 않다 (unb ound )는 것이다.

표준 미적분의 적분을 정의하는 방법을 재론하자.

2 .1 Riem ann - S tie ltj e s 적분

x t가 시간에 대한 결정적 변수일 때 비확률 함수 F (x t)를 가정하자. 이 때

F ( )는 연속이며 미분가능하고 도함수는

dF (x t)
dx t

= f (x t)이다.

도함수 f ( )가 존재하는 경우 Reim ann - Stieltjes 적분은 두가지 방법으로 표

현된다.:

T

0
f ( x t)dx t =

T

0
dF ( x t)

좌변은 t가 0에서 T 까지 변동할 때 x t에 관한 적분이다. 즉, 각 x t에서의

f ( )의 값이 무한히 작은 증분 dx t와 곱해진다. 이러한 (무한히 많은) 값들은 적

분을 구하는데 포함된다. 이 기호는 일반적으로 Riem ann 적분의 경우 적합하다.

우변의 경우, F ( )에 관한 적분이다. F ( )의 증분은 적분을 구하는데 포함

된다. 후자의 기호를 더욱 복잡하게 할 수 있다. 예를 들면, 적분

T

0
g ( x t) dF (x t) (21)

의 계산에 관심이 있다. 이는 F ( )에 관한 함수 g (x t)의 적분이다.

비슷한 수식이 확률변수의 기대값을 구할 때에도 나타난다. 예를 들면 F ( )는

확률변수 x t의 분포함수를 나타나고 고정된 t에 대한 g ( x t)의 기대값을 계산한다

고 하자.:19)



E [ g (x t) ] =
-

g ( x t) dF (x t) (22)

경험적으로, 이 적분에서 x t는 음(- )의 무한대에서 양(- )의 무한대로 변동하고

g ( )에 대응값은 증분 dF ( )을 이용하여 평균된다. 이 경우 dF ( )는 g ( )

의 확률을 나타낸다.

(21)과 (22)의 적분의 중요한 차이에 대해 주목하라. 첫 번째 경우 0에서 T

로 움직이는 것은 t이다. 특정 시점 t에서 x t의 값은 명시되어 있지 않다. 즉 확

률변수가 될 수 있다. 이는 적분 그 자체가 확률변수가 되게 한다.

(22)의 적분은 매우 다르다. t가 상수이면 음 (- )의 무한대에서 양(- )의 무한대

로 변동하는 것은 x t이다. 적분은 확률변수가 아니다.

확률변수가 없는 경우, Riem ann - St ieltjes 적분은 어떤 무한한 합의 극한으로

정의되었다. 적분은 이 극한이 잘 정의되어 있는 한 존재한다. It o 적분과의 차이

점을 강조하기 위해서 Riem ann - St ieltjes 방법론을 재론한다.

T

0
g (x t) dF (x t)

를 계산하고자 한다.

Riem ann - St ieltjes 방법론을 이용한 정형적인 계산은 구간 [0 , T ]을 n개의

작은 구간으로 나누는 방법에 기초한다.

t0 = 0 < t 1 < < t n - 1 < t n = T

이 때, 유한한 Riem ann Sum V n은 다음과 같이 정의된다.

V n =
n - 1

i = 0
g (x t i + 1

) [ F ( x t i + 1
) - F (x t i

) ]

이 등식의 우변은 g (x t i + 1
) [ F (x t i + 1

) - F (x t i
) ]의 합이다. 첫째 항은 x t i + 1

에서의

g ( )를 나타낸다. 둘째 항은 증분 dF (x t)와 유사하다. 그림 1에서 기하학적으

로 표현된다. 각 원소 g (x t i + 1
) [ F ( x t i + 1

) - F (x t i
) ]는 밑이 [ F (x t i + 1

) - F (x t i
) ]이고

높이가 g ( x t i + 1
)인 직사각형이다.

V n은 모든 직사각형의 합이다. 만약 연속인 t i , i = 0 , , n의 간격이 매우 짧

19 함수 g ( )가 x t의 제곱 또는 세제곱이면, 이 적분은 단순히 2차 또는 3차

적률이 될 것이다.



다면 - 즉, [ 0 , T ]의 세밀한 부분이라면 - 그 추정(approx im at ion )은 매우 잘 적

용될 것이다. 다시말해서, 만약 함수 g ( )가 적분가능하면, 극한

lim
0

n - 1

i = 0
g ( x t i + 1

)[ F (x t i + 1
) - F ( x t i

) ] =
T

0
g (x t) dF (x t)

이 존재하고 이를 Riem ann - St ieltj es 적분이라 한다. 독자는 이 등식을 정의

(defin it ion )로 받아들여야 한다. 적분은 우변의 합의 극한으로 정의된다.20) Sum

V n은 Riem ann Sum이다.

2 .2 확률적분과 Riem an n S um s

그러므로, Riem ann - Stieltjes 적분은 작은 밑과 다양한 높이로 이루어진 직

사각형을 사용하여 추정될 수 있다. 확률적분의 경우도 비슷하게 적용될 수 있는

가?

동일한 길이 h의 유한 구간의 SDE를 고려하여 위의 문제를 더욱 자세히 살펴

보자.:

S k - S k - 1 = a ( S k - 1 , k) h + ( S k - 1 , k) Wk , k = 1, 2 , , n (27)

(27)식의 좌변의 증분 S k를 더한다고 가정하자.:

n - 1

k = 1
[ S k - S k - 1] =

n - 1

k = 1
[ aS k - 1 , k ) h ] +

n - 1

k = 1
( S k - 1 , k) [ Wk ] (28)

Riem ann - Stieltjes 접근과 유사한 방법을 사용할 수 있는가? 그리고 확률변수

S t에 관한 적분을 다음의 (어떤 종류의) 극한처럼 정의할 수 있는가?

T

0
dS u = lim

n {
n

k = 1
[ aS k - 1 , k ) h ] +

n

k = 1
( S k - 1 , k) [ Wk ]} (29)

여기에서 T = n h로 가정한다.

(29)식 우변의 첫째 항은 일단 k시점의 정보가 유용하다면 어떤 확률 항도 포

함하지 않는다. 더욱 중요한 것은 적분은 h 시점의 증분에 관한 것이다. 정의에

의하면, 시간은 sm ooth 함수이고 유한한 변동 을 가진다. 즉,

Riem ann - Stieltjes를 사용한 동일한 procedure가 다음의 적분을 정의하는 데

에도 적용될 수 있다.

20 즉, 극한이 수렴한다면



T

0
a ( S u , u )d u = lim

n

n

k = 1
[ a ( S k - 1 , k) h ]

그러나, (28)식 우변의 두 번째 항은 I k - 1이 밝혀지더라도 확률변수를 포함하

고 있다. 사실 시점 k - 1에서 다음의 항

[ Wk - Wk - 1]은 확률변수이고 합

n

k = 1
( S k - 1 , k) [ Wk - Wk - 1] (33)

는 확률변수에 관한 적분이다.

여러 질문이 있을 수 있다.

▷ 어떤 극한의 개념이 사용되는가? random인 (33)식의 합은 극한에서 확률

변수에 수렴해야 하기 때문에 이 질문은 적합하다. Riem ann - St ieltj es 방법론에

의해 사용되는 극한의 결정적인 (det erminist ic ) 개념은 여기에서는 사용될 수 없

다.

▷ 그러한 극한이 어떤 조건하에서 수렴하는가? (즉, (33)식의 합이 진정한 의

미가 있는 극한을 가지는가?)

▷ 극한 확률변수의 특성은 무엇인가?

SDE의 오차항에 의해 결정되는 특정한 적분에 우리의 관심을 집중하자. 어떤

조건하에서 확률적분을 확률 합 (random sum )의 평균제곱의 극한으로 정의하는

것이 가능하다.:

n

k = 1
( S k - 1 , k)[ Wk - Wk - 1]

이 적분은 확률변수이다.

평균제곱수렴의 활용은 합 (sum )과 It o 적분이라 하는 확률변수와의 차이가

zero로 가는 분산을 가진다는 것을 의미한다. 이 때 n은 무한대로 증가한다.

즉,:

lim
n

E [
n

k = 1
( S - k - 1 , k )[ Wk - Wk - 1] -

T

0
( S u , u ) d Wu]

2

= 0

2 .3 정의 : It o 적 분



확률미분방정식의 문맥안에서 It o 적분의 정의를 전개하고자 한다.

정의 : 확률미분방정식

S k - S k - 1 = a ( S k - 1 , k) h + ( S k - 1 , k ) [ Wk - Wk - 1] , k = 1, 2 , , n

의 유한의 구간 추정을 생각하자. 여기에서 [ Wk - Wk - 1]은 평균 zero이고 분산

h인 표준 위너과정이다.

1. ( S t , t)가 미래의 독립이라는 의미에서 n on - ant icipatv e이라고 하자.

2. 확률변수 ( S t , t)가 non - ex plosiv e"라고 하자.:

E [
T

0
( S t , t) 2d t]<

이 때 It o 적분

T

0
( S t , t) d Wt

은 평균제곱극한

n

k = 1
( S k - 1 , k) [ Wk - Wk - 1]

T

0
( S t , t) d Wt as n ( h 0)

이다.

이 정의에 의하면, 구간의 수가 무한개가 되고 각 구간의 길이는 무한히 작아지

게 되면 유한의 합은 It o 적분에 의해 표현된 확률변수에 근접하게 될 것이다. 분

명히, 극한의 확률변수가 존재할 때에만 정의가 의미가 있다. ( S k - 1 , k)가

nonant icipat ing라는 가정은 그러한 극한의 존재를 위한 기본적인 조건이다.

요약하면, 결정적인 적분과 확률적인 적분의 가장 주요한 세가지 차이가 있다.

첫째, 확률적분에서 사용된 극한의 개념이 다르다. 둘째, It o 적분은 단지

nonant icipat iv e 함수에 의해서만 정의된다. 셋째, 표준미적분에서의 적분이 함

수가 따르는 실제의 궤도 에 따라 정의되는데 반해, 확률적분은 확률적 동일성

내에서 정의되다. 위의 세가지 원인으로 인해 확률 미적분의 법칙들이 표준 미적

분과 다르다.

다음의 예는 Ito 적분의 정의에 있어 평균제곱수렴의 활용을 살펴본 것이다. 두

번째 예제에서 왜 Ito 적분이 "path w ise 로 정의될 수 없는가에 대해 보일 것이

다.



3 . Ito 적분 의 특 성

확률미분방정식 dS t = a ( S t , t) dt + ( S t , t) d Wt 를 구간 [ 0 , T ]에 대해 적분하면

T

0
dS t =

T

0
a ( S t , t) dt +

T

0
( S t , t) d Wt가 되며,

우변의 두 번째 적분은 It o의 의미로 정의된다. 이 적분의 특성은 무엇인가?

3 .1 It o 적 분은 마팅게일이 다 .

Ito 적분이 마팅게일임이 증명된다. 이 특성은 금융이론에서 자산가격의

innov at ion term s를 모델링하는데에 유용하다. 또한 자산 가격의 실제적인 계산

에서도 중요하다.

자산 가격의 변동을 나타내는 모형은 예기치 못한 정보를 나타내는

innov at ion t erm을 포함한다. 결과적으로,

t +

t
u d Wu의 적분은

길이 의 구간 동안 자산가격에 영향을 미치는 예측치 못한 변동 (disturban ces )

의 합이다. t시점에서의 정보집합이 주어졌을 때각 증분이 예측불가능하면, 증분

의 합 또한 예측불가능하다. 즉 위의 식은 마팅게일 differ ence 하다.:

E t[
t +

t
u d Wu]= 0

이 때, 적분

t

0
u d Wu

은 마팅게일이 된다.:

E s[
t

0
u d Wu]=

s

0
u d Wu , 0 < s < t ,

그러므로, 자산가격의 변동(dynam ics )을 나타내는 방정식에서 예측불가능한

innov at ion t erm s의 존재는 It o 적분의 마팅게일 특성과 동시에 발생한다.

이러한 마팅게일 특성을 확정하는 조건은 정보집합 I t가 주어질 때 t가

nonant icipat iv e라는 것이다.

관심있는 두가지 경우를 살펴보자.



3 .1 .1 경 우 1

변동성 (v olat ility ) 모수 ( S t , t)가 자산가격 S t에 대해 독립인 상수라고 하

면, t시점에서:

( S t , t) =

이 때 It o 적분은 Riem ann 적분과 동일하게 될 것이고 다음과 같이 주어질 것

이다.

t +

t
d Wu = [ Wt + - Wt]

적분에 대한 예측(forecast )은 다음과 같다.

E {
t +

0
d Wu

t

0
d Wu}=

t

0
d Wu = ( Wt - W0) (여기에서 >0이다)

위의 경우는 위너과정의 증분의 평균이 zero이고 비상관(un corr elat ed)되어 있

기 때문이다.:

E [ ( Wt + - W0) ( Wt - W - 0) ] = E [ ( Wt + - Wt) + ( Wt - W0) ( Wt - W0) ] = ( Wt - W0)

즉, It o 적분은 마팅게일 특성을 가지고 있다.21)

따라서, 가 상수라면, Riem ann과 It o 적분은 동일하게 될 것이며 모두 마팅

게일이 될 것이다.

3 .1 .2 경 우 2

반면에, Wt에 의존하는 S t에 가 의존한다면, It o 적분은 Riem ann 적분과

달라지며 마팅게일이다. 반면에 Riem ann 적분은 하나가 아니다.

예를 들면, 아래의 diffu sion term을 가지는 기초자산의 가격이 기하분포를 따

른다면

( S t , t) = ( S t)

It o 적분은 Riem ann 적분과 다를 것이며, It o 적분을 추정하기 위해 Riem ann

적분을 사용한다는 것은 자기모순 (selfcontr adict ion )이다.

3 .2 P at h w i s e 적분

21 W0 = 0임을 기억하라.



확률 미적분에서, 때때로 확률 적분은 pathw ise로 정의될 수 없다는 말을 듣

는다. 이는 무엇을 의미하는가?

기간 [ 0 , T ]에서 길이 의 이산구간에서 측정된 이항과정

S t i + 1
- S tj

, i = 1, 2 , , n , 을 생각하자.:

S t i + 1
- S tj

= { w it h probabilit y p
- w it h probab ilit y 1 - p

여기에서 항상 T = n 이다.

이 과정 (process )의 전형적인 궤도 (p ath )는 + 와 - 를 따르는 수열이

될 것이다. 구체적인 예를 들면,

{ , , - , , }가 될 것이다.

재무분석가가 다음과 같은 유한의 합

V n =
n - 1

i = 0
f ( S t i + 1

) [ S t i + 1
- S t i

]을 이용하여

다음의 적분

T

0
f ( S t) dS t

을 추정할려고 한다고 하자.

S t의 특별한 궤도(path )를 사용하여 V n이 계산되었다고 가정하자. 예를 들

면, + 와 - 가 교대로 궤도를 이룬다고 생각하자.:

{ , - , , - , , }

V n에 있는 S t i + 1
- S tj

를 관측치로 교체하면

V n = [ f ( - ) ( - ) + f ( )( ) + f ( - ) ( - ) + + f ( ) ( ) ]

분명히 V n의 값은 S t의 특정한(part icular ) 궤도에 의존한다. 만약 V n이 수렴

한다면 이를 pathw ise 적분이라고 한다.

그러나 path w ise 적분이 확률적 환경에서 수렴한다는 보장은 없다. 간단한 예

를 들어보자.

V n의 함수 f ( )가 다음과 같이 주어진다고 하자.

f (S t i + 1
) = sig n ( S t i + 1

- S t i
)



다시말하면, f ( )가 S t i + 1
- S tj

의 sign에 의존하는 양(+) 또는 음 (- )의 값이다.

이는 V n의 모든 원소가 양 (+)임을 의미하고 그래서

V n =
n - 1

i = 0
= n 이다.

T = n 를 이용하면

V n =
T

.

분명히 0임에 따라 V n은 무한대로 간다.

만약 위의 궤도가 발생할 확률이 존재한다면 pathw ise sum V n은 확률적 의

미에서 수렴할 수 없다.

이 예는 두가지 이유에서 중요하다.

첫째, pathw ise 적분의 의미를 이해할 수 있다. pathw ise 적분을 계산하는

데 있어 S t i + 1
와 관련된 확률을 사용하지 않았다. 적분은 과정의 실제값을 이용

하여 계산되었다. 반면에 It o 적분은 평균제곱수렴을 이용하여 계산되고, 확률적

동일성 하에서 결정된다.

둘째, f ( )를 n on ant icipativ e 함수로 사용하는 것이 중요하다. 사실 f ( )

는 미래 예측 가능 했기 때문에 S t i + 1
- S tj

의 sign을 예측했다. 즉 합에 있는 모

든 원소를 양 (+)으로 하였고 n이 증가함에 따라 V n에 수렴하게 하였다.

4 . Ito 적분 의 다 른 특 성

It o 적분은 또 다른 특성을 가지고 있다.

4 .1 존재 (E x i s t en c e )

아래의 질문이 있을 수 있다.:식 (6)에 의해 주어진 {S t }의 일반적 임의함수

f ( S t , t)의 It o 적분

t

0
f ( S u , u ) dS u

은 존재하는가?



함수 f ( )가 연속이고 nonanticipat in g이라면 이것의 적분이 존재한다. 다른

말로 하면, 유한의 합

n - 1

i = 0
f ( S t i

, t i) [ S t i + 1
- S t i

]

의 평균제곱이 어떤 확률변수에 수렴한다면 이를 It o 적분이라 한다.22)

4 .2 상관특성 (c orre lat ion P ropert ie s )

Ito 적분이 확률변수(자세히 말하자면 확률과정)라는 것을 잊어서는 않된다. 그

러므로, 여러 가지 적률이 존재한다.

마팅게일 특성은 위너과정

E [
T

0
f ( Wt , t) d Wt]= 0 , (여기에서 Wt는 위너과정이다.)

에 대한 n anant icipat ing f ( ) 적분의 1차 적률로 주어진다. 2차 적률은 다음

의 분산과 공분산으로 주어진다.

E [
t

0
f ( Wu , u ) d Wu

t

0
g ( Wu , u )d Wu]=

t

0
E [ f ( Wu , u )g ( Wu , u ) ]du와

E [
t

0
f ( Wu , u )d Wu]

2

= E [
t

0
f ( Wu , u ) 2d u]

이미 논의된 등식 d Wt
2 = dt의 계속적인 사용에 대해 주목하자.

4 .3 첨가 (a ddit ion )

Ito 적분은 Riem ann - St ieltjes 적분과 동일한 특성들을 지니고 있다.

특히, 식 (6)에서의 두 (임의) 함수 S t의 합의 적분은 그것의 적분의 합과 동

일하다. 즉,

T

0
[ f ( S t , t) + g ( S t , t) ]dS t =

T

0
f ( S t , t)dS t +

T

0
g ( S t , t)dS t

5 . Jump Proce s s의 적 분

22 비록 존재하더라도 그러한 극한을 명백하게 결정할 수는 없다.



복잡한 확률적분의 정의는 연속시간 마팅게일과 위너과정 모두에 매우 비정상적

이었다. 따라서 계속적인(pathw ise) 적분의 정의가 불가능하다.

어떤 jum p proces s에 대한 확률적분이라면 위와 같은 문제가 발생하는가? 말

하자면 포아송과정을 다루는 데에도 Riem ann - St ieltjes 적분을 사용하는가?

놀랍게도, 이 질문에 대한 답은 어떤 조건하에서는 확정적이다.

process M t가 단지 유한 개의 jum ps만을 나타내고 위너과정적 요소를 가지지

않는 마팅게일이라고 하자. M t의 궤도는 산발적인 jum ps를 보일것이며 그렇지

않은 경우는 매우 매끄럽게 (sm ooth ) 될 것이다. 이 때, V n을

V n =
n - 1

i = 0
f ( M t i

) [ M t i + 1
- M t i

] 로 정의한다.

이러한 V n은 수렴할 것이고 과정 M t의 변동은 반드시 유한하게 될 것이다. 이

런 조건 아래에서 V n이 pathw ise에 수렴한다고 한다.

6 . 결 론

이 장은 Ito적분의 정의를 다루었다.

실행자의 관점에서 기억해야 할 두가지 중요한 점이 있다. 첫째, 확률미분방정

식의 오차항은 It o 적분의 의미로 정의된다. 수치적 계산은 이 정의에 의한 조건

집합을 만족하여야 한다. 둘째, 일반적으로 자산의 가격결정에 사용된는 확률미분

방정식은 It o 적분의 의미로 정의된다.

무엇보다도 Ito 적분은 어떤 임의 합 (r an dom sum s )의 평균제곱극한이다.

이러한 임의 합은 결과적인 적분이 마팅게일이 되도록 조심스럽게 합쳐져야 한

다.

여러 예들을 논의했고 결정적인 경우와는 달리 확률환경에서 적분의 법칙들

(ru les )이 일반적으로 매우 다르다는 것을 보였다. 이는 평균제곱수렴을 사용한

결과이다.

다행히, It o 적분을 평가하는데 있어 평균제곱극한의 계산을 위한 직접적 방법들

은 거의 사용되지 않는다. 그러나, It o 적분은 It o ' s lem m a를 사용하여 더욱 직접

적인 방법으로 구해질 수 있다. 이는 다음 장에서 논의될 것이며 It o 적분의 계산

을 위한 다른 예들을 더욱 보일 것이다.



Chapter 10 Ito's Lemma

1. Int roduct ion

확률적 상황하에서는 미분의 공식적인 개념이 존재하지 않고, 자산의 가격은

예측불가능할 뿐만 아니라, 연속시간에서는 "t oo err at ic"하다. 그래서 확률적 미분

이 필요한데, It o의 법칙은 확률적인 미분을 쉽게 다룰수 있는 분석적인 공식을 제

공하고, 계산을 명백한 계산을 할 수 있게 해준다. 이 장에서는 It o의 법칙을 다룬

다.

2. Type of Derivat ives

파생상품의 가격의 함수인 F ( S t , t)는 두 변수 S t 와 t에 의존하는 함수인데,

이와 동시에 S t 는 시간 t 에 의존하므로, S t 자체가 Random Process이다.

이 함수에서 모든 변수가 결정적이라면, 세 종류의 미분방법이 있다.

① part ial deriv ativ es (편미분)

F ( S t , t)의 편미분은 F s =
F ( S t , t)

S t
, F t =

F ( S t , t)
t

로 정의되는데, F s 는

S t 의 변화에 대해 F ( S t , t)의 반응을 측정하는 것이다.

② t at al deriv ativ e

dF t = F sdS t + F td t로 정의되는데, 이는 시간 t 와 기초자산인 S t 의 변화에 대

해서 F ( S t , t)의 전체반응을 계산하는 것이다.
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③ ch ain rule

dF ( S t , t)
dt

= F s

dS t

dt
+ F t 로 정의되는데, 이것은 t의 변화는 S t 의 변화에 영향

을 미치고, S t 의 변화는 F ( S t , t)의 변화에 영향을 미치는 경우에, t에 대한

F ( S t , t)의 반응을 알고자 할 때 사용된다.

2.1 ex ample

Ito's Lemma

▲ 확률적 상황에서의 chain rule이 It o ' s Lem m a이다.

▲ 시간의 경과(pas sin g tim e)는 F ( S t , t)에 두가지 방법으로 영향을 미치는 데

① t (시간)변수가 직접 F ( S t , t)에 영향을 미치는 것이고, ② 시간이 경과함에 따

라 Wt 에 대한 새로운 정보를 얻고, 새로운 증분인 dS t 를 관찰할 수 있는데, 이

는 F ( S t , t)를 변하게 한다. ②번이 ch ain rule의 stochastic equiv alent

▲ S t : r andom process이고,

[ 0 , T ] : t im e interv al ⇒ n개의 같은 크기로 분할(part it ion )을 하면, 한 구간

의 크기는 h 가 된다. 그러면

S k = a k h + Wk , k = 1, 2 , …

는 h 가 0에 가까이 감에 따라 조변과 우변은 평균제곱 equiv alence이다. Ito ' s

Lem m a를 계산하기 위해서는 이를 이용한다.

▲ It o ' s Lem m a를 구하기 위해서 먼저 다음의 T aylor series를

f ( x ) = f (x 0) + f ' (x 0 )( x - x 0) +
1
2

f ' ' (x 0) (x - x 0 ) 2 + R

F ( S t , t)에 적용하려면, 비록 F (·)가 S t 에 대한 sm ooth한 함수지만, 두 가지의

문제점이 생긴다.
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① 위의 테일러 급수는 한 개의 변수 x에 대해서 유효하다. 그러나 F ( S t , t)는

변수가 2개이다.

② 또한 det erm inist ic일 때 유효하지만 S t 는 random process이다.

그래서 univ ariat e T aylor series form ula를 tw o v ariable로 확장시켜야 한다.

▲ 테일러 급수 공식을 확률적 상황에 적용시킬 때 주의할 점은

① 테일러 급수의 일부항들은 확률적 상황에서도 미분이 가능한 편미분이다

② dS t 와 같은 미분을 가진다.

▲ 테일러 급수가 아니라 등식의 해석의 관점에서 테일러 급수의 공식은 그대로

남아있지만 같음의 표시의 의미가 변한다. 즉 등식(같은)은 m ean squ are

conv erg ence에서 해석되어져야 한다.

▲ F ( S t , t)에 테일러 공식을 적용시키면,

S k = a k h + k Wk

k : fix ed

I k - 1 , S k - 1 : 주어진 정보 (a kn ow n numb er )라 할 때,

T aylor의 공식을 ( S k - 1 , k - 1)의 주위에서 확장을 시키면,

F ( S k , k) = F ( S k - 1 , k - 1) + F s [ S k - S k - 1] + F t[ h ] +
1

F ss
[ S k - S k - 1] 2

+
1

F tt
[ h ] 2 + F st[ h ( S k - S k - 1) ] + R

단, R : 나머지, F s , F ss , F t , F tt , F st : 편미분

위 식에서 kh - ( k - 1) h = h 로 사용하고, F ( S k , k) - F ( S k - 1 , k - 1) = F ( k)

로 바꾸어주고, S k - S k - 1 = S k 로 바꾸어 주면,

⇒ F ( k) = F s S k + F t[ h ] +
1
2

F ss [ S k ] 2 +
1
2

F t t[ h ] 2 + F st[ h S k ] + R 가 되

고, 유한차분근사(fin it e difference approxim ation )인 S k = a k h + k Wk 를 대체

시키면,
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⇒
F ( k) = F s[ a k h + Wk ] + F t[ h ] +

1
2

F ss [ a k h + Wk ] 2 +

1
2

F t t[ h ] 2 + F st( h) [ a k h + Wk ] + R

가 된다. 단 F ( k) 는 k와 S k 의 변화에 따른 F ( S k , k)의 전체의 변화인데, 이

는 짧은 기간에 대한 파생상품의 가격변화이다.

여기에서 F ir st order의 효과는 F h ( h) 로 표현된 시간의 효과와 기초주식의 가

격변화의 효과인 F s[ a k h + k Wk ]이다. 이 효과는 예측가능과 예측불가능 성분

을 가진다.

second oder효과는 제곱항과 cross항으로 표현되고, high er - oder 항은 나머지로

그룹지어 졌다. 확률적 상황하에서 ch ain rule을 얻기 위해서 무시할 수 있는 항과

무시할 수 없는 항을 분류하여 무시할 수 있는 항은 제외한다. 그러면 우변에서

무시할 수 있는 항들을 drop시키면 chain rule을 얻을 수 있다.

3.1 T he N otion of "Size" in Stochastic Calculu s

일반적인 계산에서 어떤 함수 f ( S )를 S 0에 주위에서 테일러 급수의 확장을 이

용하면

f = f 0 ( S 0 ) S +
1

2 !
f ss( S 0 ) ( S ) 2 +

1
3 !

f sss( S ) 3 + R

인데, S가 작아짐에 따라 f s ( S 0) ( S )를 제외하고, 나머지는 무시된다. 왜

냐하면 S가 작아지면 ( S ) 2는 더욱 빨리 작아진다.

즉,

g 1( S ) = S S

g 2 ( S ) = [ S ] 2

[ S ] 2

에서 우측을 그림을 보면 알 수 있다.
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그러나 확률적 상황에서는 그렇지 않다. 확률적 상황에서는 시간 t 는 결정적이

기 때문에, 위의 상황이 적용되어 2차항 이후는 무시되지만, 이 같은 이론적 근거

는 dS t2와 같이 확률적 미분에 대해서는 적용 불가능하다.

9장에서 논의했듯이, 확률적 제곱의 의미에서 d W2
t = dt 가 되기 때문에 dS 2

t 은

dt와 비슷한 크기를 가지므로 무시될 수 없는 것으로 간주할 수 있다.

<Convent ion> Wt의 증감에 의존하는 g ( Wk , h)가 주어질 때, 증분에 대해서

g ( Wk , h)
h 의 비율을 고려하자. 그러면 이 비율이 h 0에 감에 따라 소멸된

다면, 조그만 구간에서 g ( Wk , h)가 무시된다고 고려한다.

3.2 F ir st - Order T erm s

3.3. S econd - Order T erm s

3.4. T erm s Inv olvin g Cros s Produ ct s

3.5. T erm s in the Rem inder

4. The Ito Formula

식 (24)에서 h 0에 따라 무시될 수 있는 항을 제외시키면 다음의 결과를 얻을

수 있다.

It o Lem m a : F ( S t , t)는 t와 r andom process S t는 dS t = a tdt + td Wt , t 0 ,

w ith a t : drift , t : diffu sion 이라고 가정하자. 그러면

dF t =
F
S t

dS t +
F
t +

1
2

2F
S 2

t

2
t dt , 이고, 이를 dS t의 SDE로 대체하면
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dF t = [ F
S t

a t +
F
t

+
1
2

2F
S 2

t

2
t ]dt +

F
S t

td Wt이 된다. 단 이 등식은 평균

제곱의 의미에서 성립한다.

따라서 It o ' s F orm ula는 S t에 대한 SDE를 가져오기 위한 도구로 볼 수 있고,

F ( S t , t)에 대한 SDE를 결정한다. 즉 식 (37)은 F ( S t , t)의 SDE이다.

5. Uses of Ito's Lemma

Ito ' s lem m a는

① 확률변수의 함수에 대한 확률적 미분의 도구를 제공한다.

F ( S t , t) : 옵션의 가격이고, S t : 기초자산의 가격이라고 하면, 옵션가격의 변

화를 다음과 같이 표현할 수 있다.

dF ( S t , t) = F sdS t + F tdt +
1
2

F ss
2
t dt

이 식은 F ( S t , t)의 편미분을 대체시키면, 확률적 미분인 dF ( S t , t)을 얻을 수

있다.

② It o ' s Lemm a는 It o 적분을 계산하는데 유용하다.

5.1 It o ' s F orm ula as a Ch ain Rule

5.1.1 Ex am ple 1

다음과 같이 주어진 St an dard한 W ien er process Wt 을 생각해 보자.

F ( Wt , t) = Wt
2 .

이 함수에서 drift param eter는 0이고, diffu sion param et er는 1이다. 이 함수에

It o form ula를 적용시키면 dF t =
1
2

[ 2d t] + 2 Wtd Wt 이다.

그래서 a ( I t , t) = 1 , ( I t , t) = 2 Wt 가 된다.
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5.1.2 Ex am ple 2

5.2 It o ' s F orm ula as an Integrat ion T ool

t

0
Wsd Ws를 구하려고 한다면 9장에서는 이 적분을 어떤 근사합의 평균 제곱극

한을 가져옴으로써 직접 구할 수 있었으나, 여기에서는 It o ' s Lem m a을 이용하여

구하면 된다.

F ( Wt , t) =
1
2

Wt
2을 정의하고, Ito 공식에 적용하면, SDE는 다음과 같다.

dF t = 0 + Wtd Wt +
1
2

dt

여기에서 양변에 적분을 취해 주면 아래와 같다.

F ( Wt , t) =
t

0
Wsd Ws +

1
2

t

0
ds

F ( Wt , t)를 정의에 따라 대체하고, 적분을 정리하면,

t

0
Wsd Ws =

1
2

Wt
2 -

1
2

t

가 된다.

▲ It o 공식을 이용하여 Ito 적분을 계산하는 방법

① 함수 F ( Wt , t)의 형태를 추측한다.

② It o 공식을 이용하여 F ( Wt , t)의 대한 SDE를 얻는다.

③ 얻어진 SDE의 양변에 적분을 취하면, 원래의 적분보다 쉽게 계산되는 적분

방적식을 얻을 수 있다.

④ 원하는 결과에 맞게 적분방정식 (in tegral equ at ion )을 재정열한다.

5.2.1 An other Ex am ple
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6. Integral Form of Ito's Lemma

Stochastic differ ent ial은 조그만 시간구간에 대해 It o적분을 단순히 빠른 계산이

다. 그래서 It o 공식을 적분공식으로 표현하면, 다음을 얻을 수 있다.

F ( S t , t) = F ( S 0 , 0) +
t

0 [F u +
1
2

F ss u
2]du +

t

0
F sdS u

t

0
dF u = F ( S t , t) - F ( S 0 , 0)이고, 위의 식을 다시 정리하면

-
t

0
F sdS u = - [ F ( S t , t) - F ( S 0 , 0) ] +

t

0 [F u +
1
2

F ss u
2]du

가 된다.

7. Ito's formula in More Complex Sett ing

Ito공식은 기초자산 S t 에 대한 SDE가 주어질 때 It o 공식은 함수 F ( S t , t)에

대한

SDE를 얻는 방법이다. 보다 일반화하여 ① 위에서는 확률변수가 S t 뿐이었는데,

여러 개의 확률변수 (m ult iv ariat e case)를 가질때의 It o공식을 생각해볼 수 있다.

② 금융시장에서는 "r ar e ev ent "에 의해서 영향을 받는데, 이를 단순히 W iener

Process의 오차항으로 고려하는 것은 부적절하므로, 자산가격을 도출하는 SDE에

jump process를 포함하여 F ( S t , t)의 SDE를 생각해 보자.

7.1 Mult iv ariat e Case

S t 가 2×1 확률 process라고 가정하면, SDE는 다음과 같다.

( )dS 1( t)
dS 2 ( t)

= ( )a 1( t)
a 2 ( t)

dt + ( )11( t) 12 ( t)
2 1( t) 22 ( t) ( )d W1( t)

d W2 ( t)

여기에서 a i ( t) : dr if t , ij ( t) : dif f usion이다. W1( t) , W2 ( t)는 독립적인 W ien er

process (즉, E [ W1( t) W2 ( t) ] = 0 )이다. b iv ariat e 구조에서 S 1( t) , S 2 ( t) 는

같은 W iener com ponent s에 의해서 영향을 받는 두 개의 st och ast ic proces s이다.
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또한 S 1( t) , S 2 ( t) 는 오차 요소를 가지기 때문에 특별한 경우 ( 12 ( t) = 0 ,

21( t) = 0 )를 제외하고 일반적으로 상관되어 있다. 그러면 확률변수가 2개인

경우의 SDE는 다음과 같다.

dF t = F tdt + F S 1
dS 1 + F S 2

dS 2 +
1
2 [F S 1S 1

dS 1
2 + F S 1S 2

dS 2
2 + 2F S 1 S 2

dS 1dS 2 ],

단 , dS 1( t) 2 = [ 2
11( t) + 2

12 ( t) ]
dS 2 ( t) 2 = [ 2

2 1( t) + 2
22 ( t) ]

dS 1( t) dS 2 ( t) = [ 11( t) 12 ( t) + 22 ( t) 21( t) ]

7.1.1 An Ex am ple from F inan cial Deriv at iv es

7.1.2 W ealth

7.2 It o ' s F orm ula an d Jum ps

▲ Rare ev ent " 즉, Jum p가 있는 경우를 고려해보면, S t 에 대한 SDE는 아래와

같다. dS t = a td t + td Wt + dJ t

d Wt : standard W ien er proces s

dJ t : 가능한 예측할 수 없는 Jum p이다.

finite in terv al h에 대해서, J t 는 예측불가능한 inn ov at ion항의 한 부분이기 때

문에 E [ J t] = 0 (zero m ean )의 가정이 필요하다.

▲ 점프들 사이에서는 점프시간에서, i , j = 1, 2 , … , 이산적 확률적인 양 (크기)

를 가진 상수이다.

점프의 구조에 대한 가정

① k 개의 가능한 점프의 형태의 각각의 크기는 a i ( i = 1, , 2 , … ), 이는 이산적

이고, 확률적인 양을 가진다.

② jum ps는 마지막에 관찰된 S t 에 의존하는 i 비율로 발생한다.

③ 일단 점프가 한 번 발생한다면 그 점프의 형태는 램덤하고 독립적으로 선택

된다.
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④ a i 크기의 점프가 발생할 확률은 p i이다.

그래서 finit e지만 sm all한 h동안에 증분 J t (증분)은 다음과 같이 표현된다.

J t = N t - [ t h (
k

i
a ip i)]

단, N t 는 t시간까지의 모든 점프의 합을 표현하는 proces s이다.

▲ N t 는 h 동안에 점프가 일어나면, 점프의 값(v alue)는 a i 가 될 것이다.

k

i = 0
a ip i 항은 기대된 점프의 크기는 나타내고, th 는 점프가 발생할 확률을 나타

낸다.

이런 조건하에서 N t 는 분리된 두 개의 drift s를 합한 것으로 a t 로 표현할 수

있으며, 각각은 W ien er 연속 성분과, S t 에서의 순수한 점프에 속한다. 그래서

a i = i + t

k

i = 1
( a ip i )

로 표현된다.

점프 proces s는 두 개의 r an dom nes s를 가지는데, 점프의 발생자체가 random이

고, 일단 점프가 발생하면, 점프의 크기도 r an dom이다. 이 같은 구조에서 두 개의

r andomn ess는 서로 독립이라고 가정하면, It o form ula는 다음과 같이 주어진다.

dF ( S t , t) = [F t + t

k

i = 1
( F ( S t + a i , t) - F ( S t , t) )p i +

1
2

F ss
2]dt + F sdS t + dJF

단, dJ F 는

dJ f = [F ( S t , t) - F ( S -
t , t) ] - t[

k

i = 1
( F ( S i + a i , t) - F ( S t , t) )p i]d t + F sdS t + dJF

이고,

S -
t 는 다음과 같이 정의된다.

S -
t = lim

s t
S s , s < t

8. Conclusions

c ha pte r 11. The Dy na m ic s o f De riva tive P ric e s

- s to c ha s tic D iffe re ntia l Eq ua tio ns
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1. Introduction

1 .1 Con dition s on a t an d t

▷ S t = a ( S t , t)d t + ( S t , t)d Wt는 S t와 t에 의존한다. 그러므로 이 매개변수들은

그 자신이 확률변수들이다. 시간 t에서 주어진 정보를 가지고 시장 참가자들에 의

해 관찰된어진다. 유용한 정보의 조건은 그들이 상수가 된다는 것이다. 이것은 이

매개변수들이 I t에 적응되어 있다는 중요한 가정의 결과이다

.

▷ a ( S t , t)와 ( S t , t)매개변수는 조건을 만족한다는 가정이 있다.

P (
t

0
|a ( S u , u ) | < ) = 1

P (
t

0
( S u , u)

2
du < ) = 1

- > 이 조건들은 동일한 의미를 가진다. 그들은 drift 와 diffu sion 매개변수들이

시간에 따라 너무 많이 변하지 않을 것을 요구한다.

- > 이 조건에서의 적분은 시간에 관하여 주어져 있다. 이 조건들은 drift 와

diffu sion 매개변수들이 확률 1을 가진 제한변동함수 (bounded v ariat ion funct ion )

라는 것을 내포하고있다.

2 . A g eom etric D e s cription of P aths Im plied by S DE s

▷ [figure 1] :

작지만 길이 h인 이산 구간을 고려하자. S t의 움직임은 두 부분으로 분해된

다.

- > 1) 구간동안 기대되는 path

2) 각 t k = kh에서 예상되는 변화에 수직인 두 번째 움직임- > 음이 될
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수도 있고 양이 될 수도 있다.

- > 시간에 따른 S t의 실제적인 움직임은 이 두 부분의 합에 의해 결정되고

heavy line에 의해 표시되어진다.

3 . s olution of S DE s

▷ SDE는 방정식에 의해 정의되어 있다. 이것이 이 방정식이 알지 못하는 것을

포함하고 있다는 것이다. 이 알지 못하는 것이 확률적 과정 S t이다.

3 .1 해 는 무엇 을 뜻 하 는가 ?

▷ 이산 구간에서의 유한 차분 근사

S k - S k - 1 = a ( S k - 1 , k) h + ( S k - 1 , k) Wk k = 1, 2 , , n

- > 이 방정식의 해는 r andom process S t이다. 이 방정식을 만족하는 S k의

함수를 분포와 적률을 알고자 한다. 그의 궤도가 모든 k에 대하여 방정식을 만

족시키는 임의의 수의 수열을 찾는 것은 주어진 a ( ) , ( )에서는 명확하지 않

다.

▷ h가 0으로 다가갈 때 해를 찾는 것이 중요하다.

만일 연속시간 process S t가

t

0
dS u =

t

0
a ( S u , u ) du +

t

0
( S u , u ) d Wu를 만족한다면

S t는 dS t = a ( S t , t) d t + ( S t , t) d Wt를 만족하는 해가 된다.

▷ SDE의 해는 r an dom process이기 때문에 이 해의 본질은 ODE와 비교했을

때, 매우 다를 수 있다. 확률적 미적분에서는 두가지 종류의 해가 있다.

3 .2 두 가 지 종 류 의 해

▷ strong solut ion
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: Wt가 외부적으로 주어진 것이고 S t가 결정되어질 때

ODE의 해와 같다.

d Wt가 주어질 때, SDE을 만족하는 S t를 계산할 수있다. S t의 st ron g

solu tion을 얻기 위하여 I t를 알아야한다. 이것은 st ron g solut ion이 I t에 적응되어

있다는 것을 의미한다.

▷ w eak solution

: SDE에 특유한다.

S t과정은

S t = f ( t , Wt)

- > Wt : W ien er proces s 이고 이 분포는 S t와 동일하게 결정된다.

▷만일 둘다 평균 0 , 분산 dt를 가진 W iener process를 따른다면 d Wt 와 d Wt

의 차이점은 무엇인가?

- > 차이점은 d Wt와 d Wt로 정의된 정보세트의 수열이다.

비록 기초밀도가 같지만, 만일 그들의 다른 정보세트를 측정할 수 있다면 두

r andom process는 매우 다른 현실의 현상을 표현할 수 있다.

▷ S t는 정보세트 I t를 생성하는 process를 계산하지 않는다.

이것은 Wt를 따른다. Wt는 다른 정보세트 H t를 생성한다. S t는 I t에 적응될

필요가 없다. 그러나 Wt는 H t에 대하여 마팅게일이다.

d S t = a ( S t , t) + ( S t , t) d Wt

- > drift와 diffu sion은 SDE 와 같고 Wt는 정보세트 H t에 적응되어 있다.

3 .3 어 느 해가 선 호 되 는가 ?

▷st rong 과 w eak solut ion 은 동일한 drift 와 diffu sion을 가지고 있다. 그러므로

S t와 S t는 동일한 통계적 성질을 가진다. 동일한 평균과 분산이 주어지면 우리는
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두 해룰 구별할 수 없을 것이다. 그러나 두 해의 차이는 있다.

▷st rong solu tion

: error proces s Wt의 지식을 내포하고 있다.

SDE에서 해를 사용하여 파생상품의 가격을 계산할 때, 우리는 정확한 process

Wt를 알지 못 한다. 단지 변동성과 drift만을 알고 있다. 이러한 조건하에서 파

생상품의 가격을 결정할 때 사용 된다.

3 .4 s tron g s o lu s ion의 논 의

▷ 적분방정식에 의한 proces s S t의 결정

S t = S 0 +

t

0
a ( S u , u )d u +

t

0
( S u , u )d Wu

▷ SDE를 직접 사용하는 것보다 대응하는 적분 방정식을 사용함으로써 해를 증

명한다.

- > 이렇게 하는 이유는 확률적 환경에서의 미분이론이 없기 때문이다. 만일

SDE의 해를 위한 지원자가 있다면 미분을 할수 없고 대음하는 미분이 SDE를 만

족하는지 볼수 없다.

대신에 두 개의 대체 경로가 있다.

▷ 1. ODE를 고려하자.

dX t

dt
= aX t

a : 상수 X 0 : giv en

ram dom innov at ion은 없고 SDE가 아니다.

dX t

X t
= adt

[ ln X t] ' = ad t

t

0
[ ln X t] ' dX t =

t

0
ad t
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ln X t - ln X 0 = a t

ln
X t

X 0
= at

X t

X 0
= e a t

X t = X 0e a t

·이 해는 두가지 조건을 만족한다.

1) t 에 관해 X t를 미분한다면 미분은 함수 자체를 a배하는 것과 같다.

- >
d
dt (X 0 e a t) = a [X 0e a t]

2) t = 0에서 계산할 때, 함수는 알려져 있다고 가정된 in it ial poin t X 0와

동일한 값으로 주어진다.

- > (X 0 e a0) = X 0

- - > 이 방법은 미분의 개념을 사용한 해를 증명한다.

▷만일 연속 확률 과정의 미분이론이 없다면 동일한 접근이 SDE의 해를 증명하

는데 유용할수 없다. 즉 동일한 미분이론 (det erm inistic case )을 가지고 확률적 환

경에서 사용한다면 그 해는 잘못된 것이다.

- > S t = f ( a , , S 0 , t , Wt)

해는 확률적 과정이 된다. 왜냐하면 이것은 확률변수 Wt 에 의존하기 때문이다.

3 .5 S D E해 의 증 명

▷ dS t = S td t + S t Wt - Black - S choles (1973)
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S t: 배당이 지불되지 않는 증권의 가격

1
S t

dS t = d t + d Wt

t

0

1
S u

dS u =
t

0
d u +

t

0
d Wu

- >
t

0
du = t : 임의의 t erm 을 포함하지 않는다.

- >
t

0
d Wu = [ Wt - W0 ] :임의의 t erm을 포함하지 않는다.

d Wt의 계수는 시간- 불변 상수 (t im e - inv ariant con stant )이다.

한편 W0 = 0

- >
t

0

1
S u

dS u = t + Wt

: SDE 의 해는 이 적분 방정식을 만족시켜야한다.

▷ 예)

S t = S
{( a -

1
2

2 ) t + Wt }

0

- > stron g solu tion , It o ' s lemm a

dS t =
S t

Wt
d Wt +

S t

t
d t +

1
2

2S t

W2
t

d W2
t

= S
{( a -

1
2

2 ) t + Wt }

0 d Wt + S
{( a -

1
2

2 ) t + Wt }

0 ( a -
1
2

2) dt +
1
2

S
{( a -

1
2

2 ) t + Wt }

0
2d W2

t

= S
{( a -

1
2

2 ) t + Wt }

0 { d Wt + ( a -
1
2

2) dt +
1
2

2 dt}

dS t = S t[ adt + d Wt]

- > ODE로 계산하면 위와 같은 식이 나오지 않으므로 잘못된 결과를 얻는다.
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3 .6 중 요 한 예 제

▷ S t : 임의의 평가 비율을 가진 자산 가격

dS t = rS tdt + S td Wt

S t = S 0 e
{( r -

1
2

2 ) t + Wt }
: SDE 의 strong solut ion을 한 cadidate

S T : 미래의 시간 T > t 에서의 가격 시간 t에서 알려져 있지 않다.

E t[ S T ] = E [S T |I T ] : 조건부 기대값으로 주어진 최대의 예측

▷ 자산가격 이론에서 S t = e - r ( T - t)E t[ S T ]가 성립하는지에 관심을 가진다.

▷ E t[ S T ] 계산:

S T = [ S 0 e
( r -

1
2

2 ) T
][ e

W T ]

S T 에 대한 기대값은 e
WT 의 기대값에 의존한다.

- > S T 는 WT 의 비선형함수이다.

- > E t[ e
W T ]의 기대값에 접근하는 두가지 방법

1. W ien er process WT 에 대한 밀도함수를 사용하고 적분하여 직접 기대값을

구한다.

E t[ e
W T ] =

-
e

W T [ f ( WT | Wt) ]d WT

2. Wt의 비선형 표현을 선형으로 변환시키고 W ien er process 밀도 함수를

사용하지 않고 기대값을 구한다.

예) Z t = E
Wt : 선형으로 치환

dZ t = e
Wtd Wt +

1
2

2 e
Wtdt : It o ' s lem m a
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Z t = Z 0 +
t

0
e

Ws d Ws +
t

0

1
2

2 e
Wsds

E [ Z 0 ] = 1

W0 = 0

E [
t

0
e

Wsd Ws ] = 0

- > E [ Z t] = 1 +
t

0

1
2

2E [ Z s ]ds

· 한편 E [ Z t] = x t

x t = 1 +
t

0

1
2

2x sds

dx t

dt
=

1
2

2x i

- > x t = E [Z t] = e
1
2

2 t
( x 0 = 1 )

· 한편 E t[ S T ] :

E t[ S T ] = [S 0 e
( r - 1

2
2 ) T

]E t[ Z T ]

E t[ Z T ]

- >
dx t

x t
=

1
2

2x t

[ ln x t] ' =
1
2

2x t

T

t
[ ln x t] ' dx t =

T

t

1
2

2 dt

ln x T - ln x t =
1
2

2 ( T - t)

- > x T = x t e
1
2

2 ( T - t)
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=> E t[ S T ] = [ S 0e
( r -

1
2

2 ) T
][ e

Wt e
1
2

2 ( T - t)
]

- > S t = S 0e
( r -

1
2

2) t + Wt

E t[ S T ] = [ S t e
r ( T - t) ]

S 0 = e - r T E 0 [ S T ]

▷ 시간 t = 0에서 자산 가격은 할인율 r로 할인된 기대 미래 가격과 같다.

- > S t = e - r ( T - t)E t[ S T ]

▷ 오늘날의 주식 가격은 일반적인 미적분을 사용해서는 할인율 r로 할인된 기대

미래 가치와 같아지지 않는다.

4 . S DE의 주요 모델

4 .1 선 형 상수 계 수 S D E

▷ dS t = d t + Wt

Wt : 분산 t를 가진 기본적인 W ien er process

, : 밑 t인 시간을 가지지 않는다.

- > 시간이 경과하더라도 이들은 변하지 않는다. 그러므로 이들은 정보세

트 I t에 의존하지 않는다.

▷ E t[ S t] = h

Var ( S t) = 2 h

▷ S t의 움직임은 기울기 를 기진 직선주위에서 변동하는 것같다. 의 크기는

선 주위에서의 변동의 크기로 결정된다. 이 변동은 시간이 지남에 따라 점점 커

지지는 않는다.
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- > 이러한 모델은 자산가격의 움직임이 시간이 지남에 따라 안정적이고 추세

가 선형, 변동이 크지 않고, 자산가격에 체계적인 점프가 나타나지 않을 때, 유용

한 근사값이 된다.

4 .2 Ge om etric S D E

▷ 기초자간 가격 모델에 사용되는 일반적인 SDE는 선형 상수 계수 모델이 아니

다,

- > geom etric process

▷ dS t = S td t + S td Wt - Black - S choles

a ( S t , t) = S t

( S t , t) = S t

- > drift 와 diffu sion 은 시간 t에서 유용한 정보에 의존한다.

dr ift 와 표준편차는 S t와 비율적으로 변한다.

dS t

S t
= dt + d Wt

- > 비록 자산 가격의 증분의 drift 와 diffu sion부분이 변하더라도 S t에서

퍼센트 변화의 drift 와 diffu sion는 여전히 시간 불변 매개변수이다.

▷ 지수 추세를 가지고 성장한다. - > 대부분의 자산가격의 지수 추세가 더 현실

적이다.

추세 주위에 임의의 변동을 가진다. 이 변동은 더 높은 가격 때문에 시간에 따

라 증가한다.

- > Va r ( S k - S k - 1) = 2S 2
k - 1

- > 분산은 S t의 제곱의 비율로 증가한다. 따라서 어떤 경우에는 S t의

분산이 너무 커질 수 있다.
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4 .3 S qu are ro ot pro c e s s

▷ dS t = S td t + S t d Wt

S t : 지수 추세를 따른다.

표준편차는 S t의 함수로 나타난다.

이것은 S t에 비례하여 error t erm의 분산을 만든다.

▷ 만일 자산 가격 변동성이 S t가 증가할 때 매우 많이 증가하지 않는다면 이

모델은 더 적절 하다.

4 .4 M e an R e v ert in g P ro c e s s - 금 리 변 동 모 델

▷ dS t = ( - S - t) dt + S td Wt

- > S t는 값으로 움직여 간다.

추세를 가지고 있고 이 추세 주위의 편차는 완전히 r am dom이지는 않다.

▷[그림 5] diffu sion이 S t에 의존하지 않기 때문에 process가 음수가 될 수도 있

다.

4 .5 Orn s t e in - U hlen b e c k pro c e s s

▷ dS t = - S td t + d Wt

drift는 매개변수 를 통해 S t에 음의 방향으로 의존하며 diffu sion은 상수 매

개변수 형태이다.

- > m ean rev ert ing SDE의 특수한 경우

0주위의 자산가격의 변동을 나타낸다.

가 커질수록 S t는 더 빨리 평균을 향해 움직인다.

5 . 시 장 변 동성
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▷ 가장 간단한 경우로 drift와 diffu sion 이 상수인 경우와 좀 더 복잡한 경우로

m ean rev ert in g process를 살펴보았다. 좀더 일반적인 SDE로 drift 와 diffu sion

매개변수를 r an dom으로 만들 수 있다.

▷ dS t = d t + d W1 t

- > drift : 상수

diffu sion : 시간에 따라 변한다.

▷ t가 또다른 SDE 를 따라 변한다고 가정하면

d t = ( 0 - t)d t + td W2 t => 변동성

▷ 자산의 변동성은 0의 장기평균을 가진다. 그러나 시간 t에서 실제적인 변동

성은 이 장기 평균과 로 조정된 매개변수에서 벗어난다. d W2 t 증분은 자산가격

S t로의 충격과는 독립인 변동성에서의 예측할수 없는 충격이 있다.

시장참가자들은 자산가격과 변동성을 위한 예측을 계산해야한다.

12장 파생상품의 가격결정

[편미분 방정식]

1. 도입

파생상품의 가격결정의 2가지 중요 기법

①편미분 방정식→ 12·13장

②기초 추세를 마팅게일로의 변화 (등가 마팅게일 척도 이용)

2. 무위험 포트폴리오 구성

F = F ( S T , T )
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F T : 파생계약의 가격

S T : 기초증권의 가격

T : 시간

dS t를 결정하는 함수를 안다면 Ito ' s lem m a를 이용하여 dF t를 구할수 있다.

즉 dF t와 dS t는 dS t의 inn ov ation부분의 불확실성에 의해 변동된다.

dF t와 dS t가 동일하게 dS t의 inn ov at ion부분에 영향을 받으므로 연속시간에서

무위험 포트폴리오의 구성이 가능하게 된다.

P t가 F ( S t , t)와 S t의 포트폴리오에 투자된다면

P t = Q 1F ( S t , t) + Q2S t

Q 1 , Q2 : 매입된 파생상품과 기초증권의 양

즉 포트폴리오 가중치

여기서 Q 1 , Q2를 상수로 두면

dP t = Q 1 dF t + Q2dS t

dF t : 미소시간 간격 dt동안의 파생상품의 가격 F ( S t , t)의 총변동

기초자산 S t의 동태적 결정모델을 가정하여 F ( S t , t)의 움직임을 예측해보자.

SDE : dS t = a ( S t , t)d t + ( S t , t)d w t

dF t를 알아내기 위한 Ito ' s lem m a :

dF t = F tdt +
1
2

F ss t
2 dt + F sdS t

연립하면 파생상품가격에 대한 SDE

dF t = [ F sa t +
1
2

F ss t
2 + F t]d t + F s td w t

F ( S t , t)의 함수형태를 알 수 없으므로

F ( S t , t)를 결정하기 위해 다음과 같은 단계를 거쳐야 한다.

① 시장 참가자들이 포트폴리오의 가중치 Q 1 , Q2를 선택한다.

② dP t가 d w t에 대해 독립이라고 두면 dP t는 완전히 예측가능해진다.
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증명 dF t dS t : 예측불가능 성분

Q 1 , Q2 : 시장참가자가 바라는 수준으로 선택

dP t = Q 1 dF t + Q2 dS t

dP T = Q 1[ F td t + F sdS t +
1
2

F ss t
2 dt] + Q2dS t

Q 1 = 1, Q2 = - F s라고 두면

dP T = F tdt +
1
2

F ss t
2 dt

정보집합 It에 대해 임의성을 갖는항이 없으므로 dP t는 완전히 예측가능하다.

따라서 포트폴리오 P t는 위험이 없다.

무위험 수익률을 r이라 가정하면

기대자본이득은 rP td t가 된다.

시간당 의 배당금을 지급하는 경우는 rP tdt - dt가 된다.

rP tdt = F tdt +
1
2

F ss t
2 dt

r [F (S t , t) - F sS t] = F t +
1
2

F ss t
2

- rF + rF sS t + F t +
1
2

F ss t
2 = 0

0 S t 0 t T

여기서 F = F ( S t , t)

만기일에 기초자산의 가격과 파생상품의 가격의 관계 :

F ( S T , T ) = G( S T , T )

예) 행사가격 K를 갖는 콜옵션의 만기가격

G( S T , T ) = m ax [ S T - k , 0 ]

편미분 방정식

- rF + rF sS t + F t +
1
2

F ss t = 0

경계조건

F ( S T , T ) = G( S T , T )
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3. 편미분 방정식

일반적 형태의 편미분 방정식

a 0F + a 1F sS t + a 2F t + a 3F ss = 0 , 0 S t 0 t T

경계조건

F ( S T , T ) = G( S T , T )

G( S T , T ) : 기지함수

파생상품에 대한 무위험 재정가격을 얻기 위해

무위험 포트폴리오를 형성하는 방법은 항상 유도된다.

3.1 편미분 방정식은 어떤 이유로 방정식인가?

3.2 경계조건이란 무엇인가?

경계조건은 방정식의 핵심적인 부분이다.

물리- 초기치나 종단치

재무- 계약조항을 나타냄 (파생계약의 최초가 종가)

예) 인도일의 선물가격과 현물가격은 동일하다

4.편미분 방정식의 분류

①선형·비선형

선형편미분방정식 - F와 F의 편미분 간의 선형결합

②계수

편미분의 계수 - 1계,2계

③특성

타원형,포물선형,쌍곡선형

금융모형- 포물선형

4.1 보기1 : 선형 1계 편미분 방정식

함수 F ( S t , t)에 대한 편미분방정식

F t + F s = 0 , 0 S t 0 t T

(의미) - S t가 고정되었을 때 작은 시간 간격동안의 파생상품의 가격변동

= t가 고정되었을 때 기초자산 가격에 대한 파생상품의 가격변동
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위의 방정식을 만족하는 F ( S t , t)를 구해본다면

F ( S t , t) = S t - t + , any ,

dF
dt

= - ,
F
S t

=

경계치가 주어지지 않으면 F ( S t , t)의 값을 확정할 수 없다.

그림1. F ( S t , t) = 3S t - 3 t + 4

- 10 t 10 , - 10 S t 10

그림2. F ( S t , t) = 2S t - 2 t - 4

- 10 t 10 , - 10 S t 10

그림1과 그림2는 해를 확정할 수 있으나 함수 F ( S t , t)에 대한 편미분방정식 :

F t + F s = 0은 F ( S t , t)를 유도할 수 있는 충분한 정보가 없으므로 해를 확정할

수 없다.

식 F ( S t , t) = S t - t + 에 경계조건이 첨가된다면 F ( S t , t)를 유도해낼 수 있

다.

만기시점 t =s에서의 가격이 F ( S s , s) = 6 - 2S s로 알려진 경우

= - 2 , = - 4

따라서 F ( S t , t) = - 2S t + 2 t - 4

여기서 F ( 100 , t) = 5 + .3 t를 동시에 만족시키는 해를 구해낼수는 없다.

→ F ( S t , t)의 해가 평면인 경우는 편미분방정식을 풀기위해 하나의 경계조건이

필요하다.

* F ( S t , t)가 평면이면 경계조건은 직선이다.

4.1.1 주의

편미분방정식 F t + F s = 0의 해는 평면에 제한되지 않는다.

예) F ( S t , t) = e
S t - t
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4.2 보기2 : 선형2계 편미분방정식

2 F
t 2 = .3

2 F
S t

2

- .3F ss + F tt = 0

함수 F ( S t , t)를 아래와 같이 두면

F ( S t , t) =
1
2

( S t - S 0) 2 +
.3
2

( t - t0) 2 + ( S t - S 0) ( t - t0)

2 F
t 2 = .3 ,

2 F
S t

2 = 1

, , s0 , t0와 같은 값으로 구성되어 있으므로 위 편미분 방정식의 해는 유일하

지 않다.

따라서 경계조건이 필요하다.

미지수가 4개이므로 2개의 경계조건이 요구된다.

F ( 10 , t) = 100 + t 2

F ( S 0 , 0) = 50 + S 0
2

그림3.

F (S t , t) = - 10 ( S t - 4) 2 - 3 ( t - 2) 2

- 10 t 10 , - 10 S t 10

t = 10 , F ( S 10 , 10) = - 10 ( S 10 - 4) 2 - 192

S t = 0 , F (0 , t) = - 160 - 3 ( t - 2) 2

= - 20 , = 0 , S 0 = 4 , t0 = 2

5. 주의 : 이변수, 이차방정식

2차방정식은 원,타원,포물선, 쌍곡선과 같은 그래프로 나타난다.

2차방정식의 정의 :

A x 2 + B xy + C y 2 + Dx + E y + F = 0

A ,B,C,D ,E ,F 값이 선정에 따라 원,타원,포물선,쌍곡선과 같은 형태가 된다.
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5.1 원

A =C , B =0인 경우

A x 2 + A y 2 + Dx + E y + F = 0

완전제곱형태로 정의하면

(x - x 0) 2 + (y - y 0) 2 = R :원의 방정식

증명

x 2 + y 2 - 2x 0 x - 2y 0 y + x 0
2 + y 0

2 = R

1
R = A , -

2x 0

R = D , -
2y 0

R = E ,
x 0

2 + y 0
2

R = F

R =0 :점원

A =C=0 : 직선

5.2 타원

B 2 - 4A C<0인 경우

B 0 , x 2 과 y 2의 계수가 상이함을 제외하면 원과 동일

( x - x 0) 2 + ( y - y 0) 2 + r ( x - x 0) (y - y 0) = R : 타원의 방정식

5.2.1 예

9 x 2 + 16 y 2 - 54x - 64y + 3455 = 0

B 2 - 4A C = - 576

9 (x - 3) 2 + 16 (y - 2) 2 = 3600

(x - 3) 2

400
+

(y - 2) 2

225
= 1

5.3 포물선

B 2 - 4A C = 0인 경우

예) B = 0 이고A = 0또는C = 0

A x 2 + Dx + E y + F = 0 : 포물선 방정식의 일반형
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5.4 쌍곡선

B 2 - 4A C>0인 경우

6. 편미분 방정식의 유형

a 0 + a 1F t + a 2F s + a 3F ss + a 4F tt + a 5F st = 0

a 5
2 - 4 a 3a 4 <0 타원형 편미분 방정식

a 5
2 - 4 a 3a 4 = 0포물선형 편미분 방정식

a 5
2 - 4 a 3a 4 >0 쌍곡선형 편미분 방정식

그림 3.

a s = 0 , a 3 , a 4는 동일부호

a 5
2 - 4 a 3a 4 <0 타원형 편미분 방정식

6.1 보기 : 포물선형 편미분 방정식

그림 4.

F ( S t , t) = - 10 ( S t - 4) 2 - 3 ( t - 2)

-
1
4

F ss +
5
3

F t = 0

a 5
2 - 4 a 3a 4 = 0

a 4 = 0 , a 5 = 0

13장 Black- Scholes의 편미분 방정식[응용]

1. 도입

이 장의 목적
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①Black - S choles ( `73)의 편미분방정식을 풀이하여 함수에 대한 기하학적 고찰을

한다.

- > 콜옵션가격에 대한 단일의 임의 요인을 갖는 편미분방정식의 기하학적인

함축적 의미를 안다.

②두 개의 요인을 도입함으로써 기존의 Black - S choles 모형을 개선한다.

③수치적 접근법으로 편미분방정식의 closed form 해와 비교해 본다.

2. Black - Scholes의 편미분방정식

우리가 고려할 특별한 편미분방정식

a ( S t ,t ) = S t

( S t ,t ) = S t t [ 0 , )

Black - S choles의 편미분방정식

- rF + rF s S t + F t +
1
2

F s s
2 S t

2 = 0 , 0 S t , 0 t T

경계조건: F ( T ) = m ax [S T - K , 0 ]

편미분방정식의 해

F ( S t , t ) = S t N ( d 1) - K e - r ( T - t )N ( d 2)

여기서

d 1 =
ln (S t / K ) + ( r + 1

2
2) ( T - t )

T - t
d 2 = d 1 - T - t

N ( d i) =
d i

-

1
2

e
-

1
2

x 2

dx i = 1, 2

2.1 Black - S choles수식의 기하학적 고찰

K , r , , T 의 수치값을 구하고 F s t 의 3차원 공간에 나타내어 보자.

편미분방정식의 매개변수:

r =.065, k =100, =.80, T =1

- > 무위험이자율 6.5% , t [ 0 , 1]동안의 변동율 80%

만기 1년, 행사가격 100

[그림1- 2] S t 와 t값에 대한 F ( S t , t )값을 나타낸 그림
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A =(130, .2)

B =F (130, .2)

aa ' : t = 1 0 , S t = 100

bb ' : t = .6 , S t = 60 140

cc ' : t = 1, S t = 60 140

- > K에서 꺾어진 형태로서 만기에서의 옵션손익형태를 나타낸다.

Black - S choles의 수식에 의해 그림과 같은 곡면이 유도되어진다.

임의의 어떠한 사건이 발생하면 곡면이 이동되는 것이 아니라 곡면상의 궤도

가 그림8과 같은 형태로 임의의 운동을 하게 된다.

위너과정의 증분은 예측불가능하고, t에 대한 주가의 변동도 임의의 운동을 하

기 때문이다.

다만 시간에 따른 주가의 변동과 파생상품가격의 변동은 동일한 임의성을 가

지므로 파생상품 가격 변동에 대한 주가의 변동은 정사영의 관계에 있다.

3. 자산가격결정에서의 편미분방정식

Black - S choles의 편미분방정식의 가정

①기초자산가격은 고정

②무배당

③만기일 이전에 행사되지 않는 유럽형옵션

④무위험이자율은 상수

⑤거래비용이 없음

대부분 파생상품의 가격결정에서는 하나 혹은 그 이외의 가정이 제외된다.

예)미국형 콜옵션으로 가정하면 경계조건이 변화한다.

3.1 제2의 요인

3.1.1 상수 배당

상수 배당율 가 주어진 경우

무위험 포트폴리오 등식에서

P t = 1F ( S t , t ) + 2S t , t [ 0 , T ]

예측불가능한 성분을 제외하고 완전헷지 형태로 만들기 위해
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1 = 1 2 = - F s 로 두면

dP t = F t dt +
1
2

F s s
2
t dt

따라서 P t 는 완전히 예측가능함

*완전히 예측가능하면 자본이득은 무위험수익률과 같다.

여기서 기초자산이 예측가능한 의 배당수익률을 지급한다면 자본이득과 지

급되는 배당금의 합은 무위험 포트폴리오의 수익률과 같아야 하므로

dP t + dt = rP t dt

위 식과 연립하여 편미분방정식 유도

rF - rF s S t - - F t -
1
2

F s s
2
t = 0

따라서 상수배당금을 지급하는 경우의 편미분방정식은 Black - S ch oles의 편미

분방정식에서 약간 변형된 형태를 나타낸다.

3.1.2 확률적 제2의 요인

제2의 요인이 예측 불가능한 확률성분을 포함한 경우는 다소 난해해진다.

상수 배당율을 갖는 경우

dD t = dt

만약 배당금이 위너 과정을 따른다면

dD t = a *dt + *dW *
t

( dW *
t :위너과정의 증분)

여기서 제2의 요인 D t 를 배당금이 아니라 콜옵션가격에 영향을 주는 다른요

인 (예를 들면 이자율, 변동성)으로 간주하자.

편미분방정식의 유도

파생상품의 가격 F (·)가 D t 에 직접적인 영향을 받는다고 볼 수 있으므로

F ( t ) = F ( S T , D t , t ) , t [ 0 , T ]

SDE를 고려하면

dF (t ) = F t dt + F S ds t + F D dD t +
1
2

F S S ( dS t ) 2 +
1
2

F DD ( dD t ) 2 + F DS dD t dS t

미소구간에서 마지막 항을 무시하면
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dF (t ) = F t dt + F SDS t + F DdD t +
1
2

F S S
2
t dt +

1
2

F DD
* 2dt

dP t = 1dS (t ) + 2 [ F t dt + F S DS t + F DdD t +
1
2

F SS
2
t dt +

1
2

F DD
* 2dt ]

따라서 1 , 2를 적절히 선정하여 dP t 를 확률치를 갖지 않는 증분형태로 나

타낼 수 있을 까?

만약 1 = - F s , 2 = 1로 두면

- > dS t 는 소거되지만 dD t 는 여전히 수식에 남게 된다.

따라서 무위험 수익률 형태로 수식화할 수 없다.

3.1.3 예외

D t 가 S t 에 대해 지급되는 연속배당율을 나타낸다고 가정하자.

기초자산의 가격에 임의적인 모든 충격이 순간적으로 D t 에 반영될 것이다.

따라서 D t 는 확률적이며 주가 S t 에 영향을 받는 예측 불가능한 운동을 할

것이다.

dD t = a *
t dt + *

t dW t

dS t = a t dt + t dW t

기초자산과 배당금은 서로 다른 드리프트와 확산계수를 갖지만 예측불가능한

충격은 동일한 위너과정의 변동을 유발한다.

dS t dD t = t
*
t dt

dP t = 1( a t dt + t dW t )

+ 2 [ F t d t + F S ( a t d t + td Wt) + F D ( a t dt + td Wt) +
1
2

F S S
2
t d t +

1
2

F DD
* 2
t dt + F SD t

*
t dt]

dW t 와 dW *
t 이 완전상관관계를 가지므로 F S D를 포함한 마지막 항이 남아

있다.

dt 와 dW t 를 묶어내면

dP t = 1a t dt + 2 [ F t + F Sa t + F D a *
t +

1
2

F S S
* 2
t + F S D t

*
t ]dt

+ [ t( 1 + F S 2) + 2
*
t F D ]d Wt

1 , 2를
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1 = -
( F S t + *

t F D )

t
, 2 = 1 이라 두면

dP t 는 확률항이 없는 형태로 변형된다.

4.이색옵션

4.1 룩백옵션

유동형 룩백콜옵션의 경우 손익은 S T 와 S m in 의 차액 ( S T - S m in )이다.

여기서 S m in 은 옵션보유기간 중의 기초자산의 최저가

고정형 룩백콜옵션의 경우 옵션손익은 K와 S m ax 의 차액이다.

4.2 래더옵션

래더옵션은 기초자산이 경계가격에 도달시 옵션수익률이 고정되는 몇 개의

경계가격을 갖고 있다.

4.3 Kn ock - in옵션 [트리거 옵션]

옵션보유기간동안 현물가격이 경계가격 아래로 떨어지면 유럽형 옵션과 동일

한 기능을 한다.

만약 경계가격에 도달하지 않으면 만기시 약간의 리베이트를 보상해준다.

4.4 Kn ock - out옵션

옵션보유기간동안 기초자산 가격이 경계가격 아래로 떨어지면 즉시 만기가

되는 유럽형 옵션이다.

만약 떨어지지 않는다면 표준형 유럽형 옵션과 동일한 기능을 한다.

4.5 그 외의 이색옵션

·바스켓 옵션

기초자산이 여러개의 다양한 금융자산으로 이루어져 있어 기초자산이 하나일

때보다 변동성이 감소된다.

·다중기초자산옵션

옵션의 손익이 두가지 이상의 기초자산의 가격수준에 의해 결정되는 옵션을

말한다.

무지개 콜옵션- F ( S 1T , S 2T , T ) = m ax [0 , m ax (S 1T , S 2T ) - K ]

스프레드 콜옵션- F ( S 1T , S 2T , T ) = m ax [0 , ( S 1T - S 2T ) - K ]

포트폴리오 콜옵션- F ( S 1T , S 2T , T ) = m ax [0 , ( 1 S 1T + 2S 2T ) - K ]
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이중행사가격 콜옵션- F ( S 1T , S 2T , T ) = m ax [0 , ( S 1T - K 1) , ( S 2T - K 2) ]

·평균가격옵션[아시아형 옵션]

옵션보유기간 동안의 기초자산가격의 평균을 계산하여 이를 만기일의 기초자

산가격으로 사용하는 옵션

4.6 관련된 편미분방정식

표준 Black - S choles와 이색옵션의 차이점

① 옵션의 만기가치가 옵션보유기간 중 발생하는 사건에 의존

- > 기초자산 가격의 최대치의 함수를 갖거나 Black - S ch oles보다 훨씬 더 복

잡한 경계조건을 갖는 등 다양한 형태로 나타난다.

② 파생상품의 조건에 따라 임의의 만기일이 만들어질 수 있다.

즉 만기일이 변동될 수 있다.

③ 두가지 이상의 자산을 기초자산으로 가질 수 있다.

예) kn ock - out옵션

S t 가 옵션의 보유기간동안 K t 에 도달하면 옵션 보유자는 리베이트 R t 금

액을 돌려주고 옵션은 만기가 된다. 그렇지 않으면 표준형 유럽형 옵션이 된다.

관련된 편미분방정식을 유도하여 보자

기초자산이 옵션의 보유기간동안 경계가격 K t 이상이면 표준경우의 편미분방

정식과 같다.

1
2

2
t F S S + rF S S t - rF + F t = 0 if S t >K t

F ( S T , T , K T ) = m ax [S T - K T ]

경계가격 K t 아래로 떨어지면

F ( S t , t , K t ) = R t , if S t K t

즉 Black - S ch oles의 모형과 편미분방정식은 같으나 옵션의 조건에 따라 경계

조건은 달라진다.

5. 실제적인 편미분방정식의 해법

5.1 Closed- F orm S olut ion s

Black - S choles가 이용한 방법과 유사한 방법으로 파생상품 가격의 움직임을

나타낸 편미분방정식이 모든 경우에 closed form으로 해를 구할 수 있는 것은 아
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니라는 사실이 밝혀졌다.

일반적으로 편미분 방정식으로 풀기가 쉽지 않거나 closed form으로 표현할

수 있는 해가 아닌 경우에 그러하다.

우선 closed form과 수치해석의 차이점을 설명하면

함수 F ( S t , t )가 적절한 편미분

- rF + rF s S t + F t +
1
2

F s s
2 S t

2 = 0 , 0 S t , 0 t T

와 같은 등식을 만족시킨다면 편미분방정식은 풀려진다.

이제 편미분이 편미분방정식을 참으로 만족시키는 것과 같은 연속 곡면을 찾

을 수 있다. 그러나 Black - S choles의 경우에서와 같은 쉽고 알맞은 편미분방정식

형태로 이 표면을 나타 내는 것은 불가능하다.

다시 말해서 비록 해가 존재하더라도 이 해는 S t 와 t의 알맞은 함수로서 표현할

수 없다. 우리는 유사한 경우를 이용함으로써 토론해 볼 것이다. 그림4 에서 보여

진 F (t )의 함수를 고려하자. 제시된 바와 같이 F (t )는 명백히 연속이고 부드럽다.

따라서 제시된 영역에서 F (t )는 시간에 관해 미분가능이다 그러나 F (t )는 다소

임의의 형태로 그려졌다. 그리고 이 곡선이 t에 대한 일부의 항을 포함하는

compact formlula에 의해 나타내어진다고 기대되어질 이유는 없다. 예를 들면 지

수함수 F = a 1e
a 2t + a 3은 이 곡선으로 나타내어질 수 없다는 것이 명백하다.

사실상 일반적인 연속이고 부드러운 함수에 대해 그런 closed form은 존재하지 않

을 것이다. 단순한 Black - S ch oles경우의 편미분방정식의 해는 S t , t , F ( S t , t )에

의해 생성되는 3차원 공간에서의 곡면이다. 그러므로 그림5,6에 관한 같은 논의가

여기서 또한 행해질 수 있다. 3차원 공간 F t S t 에서 부드럽고 연속인 곡선이

주어진다면, 편미분은 잘 정의되어질 것이고 어떤 편미분방정식을 만족시킬 것이

다. 그러나 closed form에 의해 표현될 수는 없을 것이다. 그러므로 편미분방정

식의 해는 존재할 것이지만 closed form표현은 존재하지 않을 것이다. 사실상 그

런 수식이 3차원에서 부드러운 곡면으로 나타내어지는 것으로 강제되어지는 것으

로 주어진다면 이것은 종종 예외라기보다는 오히려 특정한 경우일 것이다.

5.2 수치 해석법

수치해석법은 F ( S t , t )에 대한 closed form을 구하지 않고 직접적으로
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F ( S t , t )로 표현된 곡면을 계산하는 것과 같다.

이러한 편미분방정식을 수치적으로 풀기 위해 편미분방정식이 S t 와 t의 유한

한 증분에 대한 해석이 타당하다고 가정하자.

1. S의 격자 크기를 기초증권가격에 대한 최소 증분으로 설정한다.

2. t 의 격자 크기도 시행착오법 사용에 충분할만큼 작게 설정한다.

3. S t 가 가질 수 있는 값의 범위를 결정한다.

S m in S t S m ax

4. 경계 조건을 결정한다.

5. 작지만 무한소가 아닌 S t 와 t 에 대해 수치해석법이 타당하다는 것을

전제한다면 격자점에서 F ( S t , t )의 값이 결정된다.

그림 6,7에서 점의 간격이 가까울수록 보다 정밀한 곡면값이 구해진다.

수치해석법을 행하기 위해 모든 편미분기호를 근사차분으로 대체함으로써 편

미분방정식을 차분방정식으로 변환한다.

F
t

+ rS
F
S

+
1
2

2S 2
2F
S 2 = rF

후방차분

F
t

F ij - F i j - 1

t

rS
F
S

rS i

F ij - F i - 1 j

t

전방차분

rS
F
S

rS i

F i + 1 j - F i j

S

2F
S 2 = [

F i + 1 j - F i j

S
-

F i j - F i - 1 j

S
]

1
S

위 수식의 반복적인 계산에 의해 값이 결정된다.

5.2.1 경계조건

옵션에 대한 경계조건

· S t 가 매우 높은 경우

S t = S m a x 라 두면
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F ( S m ax , t ) S m ax - K e - r ( T - t )

옵션가격이 만기시 손익에 근접

· S t 가 매우 낮은 경우

S t = S m in 라 두면

F ( S m in , t ) 0

이익을 획득할 가능성이 거의 없으므로

·t =T 일 때

F ( S T , T ) = m ax [S T - K , 0 ]

14 . Pric ing D eriv ativ e Product s

- E quiv alent M arting ale M e as ure s -
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1. 확률의 전환

무재정거래 포트폴리오를 내재한 PDE s를 전개하는 것만이 파생자산의 가격결정

을 위한 방법이 아니다. Gir sanov 정리를 이용하여 기초적인 확률분포를 전환시킴

으로써 가능하다.

이 장은 전환의 방법들을 제시할 것이다.

먼저, 간단한 개념과 표시형식 (n ot at ion )을 다시 살펴보고 다음으로 Gir san ov 정리

를 이용한 간단한 예제를 보인다. 전체 정리는 다음에 보일 것이다. 그리고 이 정

리를 사용한 다양한 직관적 예제를 보인다. 마지막으로 이 정리를 복잡한 예제들

에 적용시켜 볼 것이다.

이 장의 목적은 기초 확률분포의 전환을 위한 개념을 분명히 하는 것이다.

1.1 측정치 (m ea sure) 로서의 확률

z t N (0 , 1)

f ( z t) =
1
2

e
- 1

2
z 2

t

P ( z -
1
2

< z t < z +
1
2

) =
z + 1

2

z -
1
2

1
2

e
-

1
2

z 2
t

dz t

z +
1
2

z - 1
2

1
2

e
-

1
2

z 2
t

dz t
1
2

e
-

1
2

z
2 z +

1
2

z - 1
2

dz t

= 1
2

e
- 1

2
z

2

위의 식에서의 확률은 넓이 , 높이 f ( z )인 직사각형으로 표현되는 질량

m as s 이다. 확률은 작은 구간에서의 z t의 가능한 값과 관련한 m easure 에 상

응한다. 확률은 m easure 라 불린다. 왜냐하면 그것은 재정거래 set s를 음이 아닌

실수 R + 로 m apping하기 때문이다. 무한히 작은 에 대해 dz t로 나타내며 이것

의 m ea sures는 기호 dP ( z t) 또는 간단히 dP 로 나타낸다.
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dP ( z ) = P ( z -
1
2

dz t < z t < z -
1
2

dz t)

확률변수 z t가 중심이 z 이고 무한히 작은 dz t의 구간안에 놓일 확률이라고 말

할 수도 있다. 이런 확률들의 합은 모든 z 에 대한 dP ( z )를 더함으로써 구할 수

있다.

+

-
dP ( z t) = 1

E [ z t] =
+

-
z t dP ( z t)

위의 식은 z t의 평균값으로 볼 수 있다. 기하학적으로, 이것은 확률질량

(probability m a ss )의 중심 (cent er )을 결정한다.

E [ z t - E z t]
2 =

+

-
[ z t - E [ z t ] ] 2 dP [ z t]

이 또한 기하학적 의미를 가진다. 즉, 중심에 대해서 확률질량의 분산의 정도를

나타낸다.

따라서, 특정한 확률 척도 dP 에 대해 논의할 때 확률변수의 밀도에 관한

sh ape와 locat ion를 염두에 두어야 한다.

이러한 조건하에서 확률밀도를 두 형태로 전환할 수 있다.

- 분포의 모양은 그대로 두고 밀도를 다른 위치로 바꾸는 것이다. [그림 2]

- 분포의 모양을 바꿀 수 있다. 즉, 분포의 분산을 줄이거나 늘이는 방법이다. 이

는 원래의 확률변수를 scalin g함으로써 가능하다. [그림 3]

파생자산의 가격결정을 위한 현대적인 방법은 확률 척도 dP 를 전환해서 확률

과정 z t의 평균을 변하게 하는 것이다. 이러한 변환은 양 (+)의 r isk premium을 가

진 자산을 마치 무위험인 것처럼 사용하도록 한다.

다음의 두 절에서 확률변수의 평균을 변화시키는 두가지 다른 방법에 대해 논

의하고자 한다.

2. 평균의 전환
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시점 t 를 고정시키고 z t 를 일변량 확률변수라 하자. z t 의 평균을 변화시키는 두

가지 방법이 있다. 먼저, z t 로 가능한 값들을 조정한다. 두 번째로, z t 의 가능값

들은 변화시키지 않는 대신에 그에 관련한 확률을 조절한다.

두 방법 모두 원래의 평균은 변화시키는 반면 원래 확률변수의 다른 특성들은

모두 보유하고 있다. 그러나, 첫 방법이 자산의 가격결정에는 쓰이지 않지만 두 번

째 방법은 매우 유용하게 쓰인다.

2.1 방법 1 : 가능 값의 조정

새로운 확률변수 z t 를 구하기위해 단순히 상수 를 z t 에 더한다. 즉,

z t = z t + .

예를 들면, 원래 E [ z t] = 0이라면 새로운 확률변수 z t 의 기대값은

E [ z t] = E [ z t ] + =

2.1.1 예제 1

확률변수 Z 가 다음과 같이 정의된다고 하자. 주사위가 던져지고 규칙에 의해

Z 가 각각 다음의 값을 가진다.

Z = {
10 roll of 1 or 2

- 3 roll of 3 or 4
- 1 roll of 5 or 6

특정의 숫자가 나올 확률이 1/ 6이라고 가정하면,

E [ Z ] =
1
3

[ 10 ] +
1
3

[ - 3 ] +
1
3

[ - 1] = 2

새로운 확률변수 Z = Z - 1로 정의하면,

E [ Z ] =
1
3

[ 10 - 1] +
1
3

[ - 3 - 1] +
1
3

[ - 1 - 1] = 1

위에서 보여지듯이 전환을 통해 Z 의 값을 조정하였고, 확률은 변하지 않았다.

2.1.2 예제 2
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금융에서 좀더 구체적으로 적용될 수 있는 확률변수의 평균변화에 대해 예를

들어보겠다.

tr iple - A - rat ed인 사채의 수익률이 R t 라면

E [R t] = r t + E [ risk prem ium ]

여기에서 r t 는 재정증권의 무위험수익률이고, E [ ]는 모든 가능한 상황에서

의 기대값을 나타낸다.

를 (상수의) 기대 위험 프리미엄이라고 하자.

E [ R t] = r t +

이 때 R t 는 평균 r t + 를 가지는 확률변수이다.

R t 의 평균을 변화시키는 첫 번째 방법은 상수를 더해서 새로운 확률변수

R t = R t + 를 생성하는 것이다. 이 확률변수의 기대값은

E [ R t + ] = r t + + 이다.

평균의 전환하기 위해 위의 방법을 쓸려면 위험 프리미엄 를 알고 있어야 한

다. 이런 조건하에서만 R t 에서 균형 무위험 수익률을 산출할 수 있다.

2.1.3 예제 3

S t , t = 1, 2 , 를 배당을 지급하지 않는 어떤 금융자산의 가격이라고 하자.

S t 는 이산시간에서 관찰되어 진다.

r t 는 무위험 이자률이라 하자. 전형적인 위험자산 S t 는 무위험 이자률인 r t보

다 큰 R t 의 수익률을 가져야 한다. 따라서

E t[ S t + 1] > ( 1 + r t)S t 이다.

즉, 평균적으로 위험자산은 무위험 투자의 성장률보다 크다.

1
( 1 + r t)

E t[ S t + 1] > S t

여기에서 좌변은 무위험 이자율로 할인한 기대 미래가격을 나타낸다.

>0에 대하여,
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1
( 1 + r t)

E t[ S t + 1] = S t( 1 + )

양의 상수 즉 + r t 는 위험 프리미엄으로 해석될 수 있다. 식 (25)를 변형

하면

E t[ S t + 1]
S t

= ( 1 + r t)( 1 + )

좌변의 식 E t[ S t + 1/ S t]는 전체 기대 수익률, E t[ 1 + R t]를 의미한다. 즉,

E t[ 1 + R t] = ( 1 + r t) ( 1 + )

위의 식은 위험 자산의 기대 수익률은 무위험 자산의 기대수익률보다 약 만큼

상회하여야 한다.

E t[ R t ] r t +

여기에서, r t 와 는 매우 작기 때문에 cros s - produ ct t erm은 생략되었다.

이러한 조건에서, 는 자산을 한 기간동안 소유할 때의 위험 프리미엄이며,

1
( 1 + r t)

는 무위험 할인률이 된다.

어떤 재무 분석가가 오늘 특정 자산의 공정한 시장가치를 얻고자 한다고 하자.

즉, 분석가는 S t 를 계산하고자 한다.

E t[ 1
( 1 + R t)

S t + 1]= S t

그러나 위의 계산을 위해서는 R t 의 분포를 알아야 하는데 이를 위해 위험 프

리미엄 를 알아야 한다. 그러나 공정 시장가치 S t를 알기 이전에 위험 프리미

엄을 아는 것은 드물다. 그러므로 식 (29)를 S t의 계산에 활용하기 어렵다.

반면에 를 사용하지 않도록 R t 를 변환하여 사용한다면 가능하다. 그러므로

R t 의 분포를 변환하는 다른 방법이 필요하다.

만약 다른 확률 분포 P 를 이용하여 새로운 기대값을 계산하면

E P
t [ 1

( 1 + r t)
S t + 1]= S t

이는 S t 를 계산하는데에 매우 유용하다. 즉, S t 의 추정치를 제공한다.
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이 경우에 E P
t [ ]와 r t 는 무엇을 의미하는가? r t 는 무이험 이자율이 될 것

이고 기대식은 위험 중립 (r isk - neutral) 확률로 주어질 것이다. 이러한 변환으로

R t에서 위험 프리미엄을 제거할 수 있다.

R t - = r t

2.2 방법 2 : 확률을 조정

확률변수의 평균을 변화시키는 두 번째 방법은 확률변수는 int act "하게 두고, z t

에 대한 대응되는 확률척도 (probability m ea sure)를 변환시킴으로써 가능하다. 여

러 예제를 통해 이 방법을 소개한다. 마지막에는 이 방법을 연속시간 확률과정

(stocha st icc proces ses )으로 확장된 Gir sanov 정리를 소개한다.

2.2.1 예제 1

앞 절에서의 첫 예제에서 Z 가 다음과 같이 정의되었다.

Z = {
10 roll of 1 or 2

- 3 roll of 3 or 4
- 1 roll of 5 or 6

앞에서 계산된 평균은

E [ Z ] = 2

분산은

Var ( Z ) = E [ Z - E Z ] 2 =
1
3

[ 10 - 2 ] 2 +
1
3

[ - 3 - 2 ] 2 +
1
3

[ - 1 - 2 ] 2 =
98
3

이 확률변수의 평균은 1이 되게하고 분산은 변하지 않게 변환한다고 가정하자.

주사위를 굴릴 때의 원래 확률을 다음과 같이 변환한다고 하자.

P ( g et t in g 1 or 2) =
1
3

P ( g et t in g 1 or 2) =
122
429

P ( g et t in g 3 or 4) =
1
3

P ( g et t in g 3 or 4 ) =
22
39

P ( g et t in g 1 or 2) =
1
3

P ( g et t in g 5 or 6) =
5

33

새로운 확률이 P 로 표시된 것을 주의하라.
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이런 새로운 확률하에 평균을 계산하자.

E P [ Z ] = [122
429 ][ 10 ] + [22

39 ][ - 3 ] + [ 5
33 ][ - 1] = 1

분산은

E P [ Z ] 2 =
122
429

[ 10 - 1] 2 +
5

33
[ - 1 - 1] 2 +

22
39

[ - 3 - 1] 2 =
98
3

분산은 변하지 않았다. 확률의 변환은 첫 번째 방법과 같은 결과를 얻었다. 하지

만 두 번째방법은 Z 의 값보다는 확률척도 P (Z)을 조절했다.

이러한 새로운 확률들은 실험에서의 t ru e odds와 관련되어 있지 않다는 것을

강조하는 것은 가치있다. 주사위를 던지는 것과 관련한 "ture" 확률은 원래의 숫자

P 로 주어져 있다.

독자는 우리가 채택한 기호에 주목할 지도 모른다. 사실 새로운 기대수식을

E [ ]로 하는 대신 E P [ ]로 나타내었다. 평균을 계산하는데 사용된 확률은 P

와 같지 않으며 E [ ]를 사용하는 것은 잘못된 결론에 이를 수 있다. 분명히 이

방법이 사용될 때, 즉 기대값을 계산할 때 사용되는 확률 분포에 대한 특별한 주

의가 필요하다.

3. Gir sanov 정리

앞에서 논의된 예제는 매우 단순한 것이었다. 첫째, 유한의 값을 가지는 확률변수

를 다루었다. 즉, 상황이 유한하였다. 둘째, 확률과정을 이용하지 않고 하나의 확률

변수만을 다루었다.

Gir san ov 정리는 하나의 확률척도를 더욱 복잡한 다른 equiv alent 척도로서

변환시키는 일반적 틀을 제공한다. 이 정리는 브라운운동의 경우도 포함한다. 그

러므로 상황공간이 연속적이며 전환이 연속시간 확률과정으로 확정되어 진다.

이렇게 전환된 확률은 같은 정의역에 양의 확률을 할당하기 떄문에

equiv alent 이라고 불리어진다. 따라서 두 확률분포가 서로 다르다할지라도 적절

한 전환으로 하나의 척도로 다른 것을 극복할 수 있다. 그러한 r ecov eries가 가능

하기 때문에, 계산하기에 더욱 편리한 분포를 사용하게되며, 원한다면 원래의 분

포로 되돌릴 수도 있다.

따라서, 기대값을 계산하는데에 동등한 척도로서 계산하는 것이 쉽다면 확률을
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바꾸어서하는 것이 유리할 것이다. 비록 새로운 척도가 실제의 상황을 만족하지

않더라도. 결국, 목적은 여러 가지 상황에 대한 언급을 할려고 하는 것이 아니라

편리한 방법으로 qu ant ity를 계산할려는 것이다.

일반적 방법이 다음과 같이 정리되어진다. (1) 계산할 기대값이 있다. (2) 원래

의 확률척도를 전환하여 더욱 쉽게 기대값을 구한다. (3) 새로운 확률로 기대값을

계산한다. (4) 결과가 계산되어지고, 원한다면 이 확률을 원래의 분포대로 전환할

수 있다.

이러한 확률 전환을 더욱 복잡한 방법으로 논의한다. Gir san ov 정리는 더욱 복

잡한 특별한 경우에 사용될 것이다. 이제 일반적인 정리의 가정과 응용을 살표보

겠다.

3.1 정규분포의 확률변수

z t N ( 0 , 1)

dP ( z t) =
1
2

e
- 1

2
( z t )

2

이 예제에서 비록 확률과정을 사용하지 않고 하나의 확률변수만을 사용하지만, 상

황공간은 연속이다.

다음의 함수를 정의한다.

( z t) = e
z t - 1

2
2

( z t)에 dP ( z t)를 곱하면 새로운 확률이 나온다.

[ dP ( z t) ][ ( z t) ] =
1
2

e
- 1

2
( z t )

2 + z t - 1
2

2

dz t

[ d P ( z t) ] =
1
2

e
- 1

2
[ z t - ] 2

dz t

분명히 d P ( z t)는 새로운 확률 척도이다.

d P ( z t) = dP ( z t) ( z t)

d P ( z t)는 평균 이고 분산이 1인 정규분포의 확률변수이다.

식 (45)는 여전히 종모양이고 같은 분산을 가지는 Gau s sian 곡선이다. 하지만
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P ( z t)와 P ( z t)는 다른 척도이다. 그것은 다른 평균을 가지고 z축에 대해 서로

다른 가중치를 할당한다.

척도 P ( z t)하에서 확률변수 z t는 평균 0, E P [ z t] = 0이고 분산 E P [ z 2
t ] = 1이

다. 그러나 새로운 확률 척도 P [ z t ]하에서는 z t의 평균은 E P [ z t ] = 이고 분산

은 변하지 않는다.

확률척도를 새로운 확률척도로 전환하는 ( z t)가 존재한다는 것을 보였다.

마지막으로 척도의 전환은,

d P ( z t) = dP ( z t) ( z t)

( z t)
- 1d P ( z t) = dP ( z t)

전환으로 z t의 분산은 변하지 않고, 와 가 주어질 때 uniqu e하다.

두가지 방법을 요약할 수 있다.

▶ 방법 1 : 평균을 차감한다.

Z N ( , 1)

Z =
Z -

1
N ( 0 , 1)

▶ 방법 2 : equiv alent 척도를 이용한다.

Z P = N ( , 1)

확률 dP 에 ( Z )를 곱해서 새로운 확률 P 을 구한다.

Z P = N (0 , 1)

다음은 정규분포의 확률변수의 수열이 주어질 때 같은 전환이 이루어지는지 알

아보자.

3.2 정규분포 벡터

고정된 t 에 대해서 정규의 결합분포인 확률변수 z 1t , z 2 t가 주어진다.

f (z 1t , z 2 t) =
1

2 ｜ ｜
e

-
1
2

[ ( z 1 t - 1) ( z 2 t - 2 ) ][ ]2
1 12

12
2
2

- 1

[ ]( z 1t - 1)
( z 2 t - 2 )

여기에서 는 [ z 1t , z 2 t]의 분산 공분산 행렬이다.
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= [ ]
2
1 12

12
2
2

는 det erminant를 나타낸다.

= 2
1

2
2 - 2

12

마지막으로 1 , 2 는 각각 z 1t , z 2 t 의 평균이다.

결합확률척도는 다음과 같이 정의된다.

dP ( z 1t , z 2 t) = f ( z 1t , z 2 t) dz 1tdz 2 t

z 1t , z 2 t 의 분산은 변화시키지 않고 평균을 1 , 2에서 0로 변환할려고 한다. 앞

의 예제에서와 마찬가지로 함수 ( z 1 t , z 2 t)를 곱해서 확률 dP ( z 1 t , z 2 t)를 전환할

수 있는가?

답은 예 이다.

(z 1 t , z 2 t) =

이를 이용하여 새로운 확률척도 P ( z 1t , z 2 t)를 얻을 수 있다.

d P ( z 1t , z 2 t) = ( z 1t , z 2 t) dP ( z 1t , z 2 t)

P ( z 1t , z 2 t)는 식 (53)에 ( z 1t , z 2 t)를 곱해서 얻어진다. 이 두 식의 곱은 다음고

같다.

d P ( z 1t , z 2 t) =

이는 평균 0이고 분산- 공분산 행렬 를 가지는 확률벡터 [ z 1t , z 2 t]에 대한 이

항 정규 확률이다. 이항 벡터의 음이 아닌 평균은 기초 확률의 전환을 통해 제거

될 수 있다.

이 예제는 이항확률벡터를 다룬다. 만약 k 개의 정규분포 확률변수

[ z 1t , z 2 t , , z k t]의 확률 수열이 있다면 정확히 같은 전환이 적용될 수 있다. 단지

대응되는 벡터와 행렬의 순서만을 변화시킨다면 가능하다.

3.2.1 Not e
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앞으로 논의되겠지만 독자가 이미 관찰한 규칙에 대해 강조하고자 한다.

z t를 길이 k 의 벡터, 즉 단순히 다변량 확률변수를 나타낸다고 생각하자. 확률

척도 P ( z t)를 P ( z t)로 변환하는데에 함수 ( z t)가 사용되었다. 이 함수는 다음

의 구조를 따른다.

( z t) = e
z t '

- 1 + 1
2

' - 1

scalar의 경우는

( z t) = e
1

z t
2 +

1
2

2

2

이다.

이제 이 함수 형식의 근원에 대해 살펴보고자 한다. 정규분포에서 모수 (평균)

은 단지 e 의 지수로써 나타난다. 더욱이 이 지수는 제곱의 형태로 나타난다. :

-
1
2

( z t - ) 2

2

이 식을 다음으로 전환하기 위해

-
1
2

( z t)
2

2

다음을 더하여야 한다.

- z t + 1/ 2 2

2

이것이 ( z t)의 함수 형식을 결정짓는다. 원래의 확률척도에 ( z t)를 곱해서 e

의 지수변환을 이룬다.

독자는 ( z t)가 진정으로 무엇을 나타내는지 더욱 깊은 이해를 바랄 것이다. 다

음 절이 이 문제를 논의한다.

3.3 Radon - Nik odym Deriv at iv e

= 1일 때의 함수 ( z t)를 고려하자.

( z t) = e
- z t +

1
2

2

새로운 확률척도 P ( z t)를 얻기 위해 ( z t)를 이용한다.
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d P ( z t) = ( z t) dP ( z t)

즉, 양변을 dP ( z t)로 나누면,

d P ( z t)
dP ( z t)

= ( z t)

이 표현은 deriv at iv e으로 간주될 수 있다. 이는 ( z t)가 주어질 때 P에 대한

척도 P 의 deriv at iv e으로 읽혀진다. 이러한 deriv ativ e는 Radon - Nikodym

deriv at iv es로 불리우며, ( z t)는 척도 P 에 대한 확률 척도 P 의 밀도로 생각될

수 있다.

이에 따라 만약 P 에 대한 P 의 Radon - Nikodym deriv at iv e가 존재한다면, 결

과로 나타난 밀도 ( z t)를 분산구조는 변화시키지 않은채 z t 의 평균을 전환시키

는데 사용할 수 있다.

분명히, 이러한 전환은 변동성의 구조는 변화시키지 않은채 자산가격의 위험프

리미엄이 제거될수 있기 때문에 금융시장 실무자들에게 매우 유용하다. 예를 들면,

옵션의 경우 옵션가격 은 기초자산가격의 평균성장률에 의존하지 않는다. 반면 기

초자산의 변동성은 기초적인 결정요소이다. 그러한 환경에서 원래의 확률분포를

( z t)를 이용하여 전환한다는 것은 매우 편리하다.

그림 4는 이러한 함수 ( z t)의 예를 보인다.

3.4 Equiv alent M easures

Radon - Nik odym deriv at iv e

d P ( z t)
dP ( z t)

= ( z t)가 존재하는가?

즉, 어떤 조건에서 다음의 전환을 수행할 수 있는가?

d P ( z t) = ( z t) dP ( z t)

경험적으로 다음의 비율을 의미있게 사용하기 위해 분모를 0으로 하지 않는 확

률질량이 필요하다.

d P ( z t)
dP ( z t)
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그러나 분자, 분모는 각각 무한의 구간 dz 에 할당된 확률이다. 그러므로

Radon - Nikodym deriv at iv e 가 존재하기 위해서 P 는 dz 에 음이아닌 확률을 할

당해야 한다. 다른말로 하면,

조건 : 구간 dz t 가 주어질 때, 확률 P와 P 는 다음을 만족하여야 한다.

P ( dz ) >0 if an d on ly if P ( dz) >0

위의 조건이 만족되면, ( z t)가 존재하며, 항상 두 척도 P 와 P 사이에

서 다음의 관계로 이동할 수 있다.

d P ( z t) = ( z t)dP ( z t)와

dP ( z t) = ( z t)
- 1d P ( z t)

이는, 모든 실제적인 목적에서, 두 척도가 동일(equiv alent )하다는 것을 의

미한다.

그러므로, 이 둘은 equiv alent 확률척도라 불린다.

4. Statem ent of the Gir san ov T heorem

연속시간 금융의 응용에서, 예제는 여전히 제한된다. 연속시간 금융에서 연속적

인 즉 우연속인 확률과정을 다룬다. 반면에 전환은 단지 확률변수의 유한의 수열

만을 포함한다. Gir sanov 정리는 Radon - Nikodym deriv ativ e ( z t)가 존재한다

는 조건에서만 제공된다. 이 때 z t는 연속 확률과정이다. 연속 금융에서 확률척도

의 전환은 이 정리를 사용한다.

먼저 Gir sanov 정리의 형식을 살표본다. 구간 [ 0 , T ]에서 정보집합 {I t }가 주

어진다. T 는 유한하다.

이 구간에서 확률과정 t 를 다음과 같이 정의한다.

t = e
(

t

0
X u d Wu - 1

2

t

0
X 2

u du )

, t [ 0 , T ]

여기에서 X t는 I t - m easurable 과정이다. Wt는 확률분포 P 를 가진 W ien er 과

정이다. X t에 추가조건을 부여한다. X t는 변동이 심하지는 않다.

E [ e

t

0
X 2

u du
] < , t [ 0 , T ]
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이는 X t가 시간의 경과에 따라 지나치게 빨리 증가하거나 감소할 수 없음을 의

미한다.

식 (77)은 Novikov 조건으로 알려져 있다.

연속시간에서 밀도 t는 매우 중요한 새로운 특성을 가진다. Novik ov 조건이

만족된다면 t는 제곱 적분가능 마팅게일이 된다.

It o ' s lemm a를 사용하여, 다음의 미분을 계산하면,

d t = [ e

t

0
X u d Wu -

1
2

t

0
X 2

u du
][X td Wt]

이는 다음으로 줄일 수 있다.

d t = tX td Wt

또한, 단순히 t = 0를 식 (76)에 대입하면

0 = 1

따라서, 식 (79)의 확률 적분을 취하면

t = 1 +
t

0
sX sd Ws

그러나 다음의 항

t

0
sX sd Ws

은 W iener 과정에 대한 확률적분이다. 또한, sX s는 I t - adapt ed이고 매우 빠르

게 변화하지 않는다. 이 모든 것은 적분이 6장에서 보여졌듯이, (제곱 적분가능)

마팅게일이라는 것을 의미한다.

E [
t

0
sX sd Ws I u ] =

t

0
sX sd Ws

여기에서 u < t 이다.

식 (81) 때문에, t 는 (제곱 적분가능) 마팅게일이라는 것을 의미한다.

▶ Gir san ov 정리

만약 (76)과 같이 정의되어진 과정 t 가 정보집합 I t에 대해 마팅게일이라

면, 다음과 같이 정의되는 Wt 는
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Wt = Wt -
t

0
X u d u , t [ 0 , T ]

I t 와 다음으로 주어지는 P T

P T ( A ) = E P [ 1A T ]

에 대한 W ien er 과정이다.

여기에서 A 는 I t 의 사상이며, 1A 는 사상의 지시함수이다.

경험적으로, 이 정리는 다음을 말한다. 만약 W iener 과정 Wt 가 주어지면 이것

의 확률과정에 에 t를 곱해서 확률분포 P 를 가지는 새로운 W iener 과정 Wt를

얻을 수 있다. 두 과정은 다음의 식으로 관련되어 있다.

d Wt = d Wt - X tdt

즉, Wt 는 Wt에서 I t - adapt ed drift를 제거함으로써 얻어진다.

이러한 변환을 위한 중요한 조건은 t 가 E [ T ] = 1인 마팅게일이라는 것이다.

이제 Gir sanov 정리의 기호와 가정을 자세히 논의한다.

5. A Discu s sion of the Gir san ov T heorem

이 절에서는 Gir san ov 정리에 체계적으로 사용된 기호와 가정을 살펴보고 앞에

서 논의된 예제에 관련시켜 본다. 또한 금융모형에서의 개념의 연관성을 살핀다.

t = e
1

2 [
t

0
X u d Wu - 1

2

t

0
X 2

u du ]

여기에서 적분에서 상수의 2을 분명히 fact ored out .

그렇지 않다면, 이 항은 X u와 함꼐 쓰일 수 없다.

X u가 상수이고 와 같다면:

X u =

직접적인 방법으로 지수에 적분을 취하고 W0 = 0이다.

t = e
1

2 [ Wt -
1
2

2 t]

이는 앞에선 논의한 ( z t)와 유사하다. 이는 다음의 중요한 점을 나타낸다.
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1. Gir sanov 정리에 사용된 기호 X t는 간단한 sett ing에서의 와 같은 역할을

한다. 이는 원래의 평균 이 얼마나 변하는 지를 측정한다.

2. 앞의 예제에서 는 tim e indepen dent였다. 여기에서 X t는 어떤 확률 질량에

의존한다. 그러므로 더욱 복잡한 drift 변환도 가능하다.

3. t는 마팅게일이다. E [ t ] = 1

Wt와 Wt는 모두 표준 W iener 과정이다. 따라서 drift항을 가지지 않는다. 하

지만 둘은 서로 관련되어 있다.

d Wt = d Wt - X td t

이는 X t가 0이 아니라면 둘 중에서 하나는 음이 아닌 drift를 가는다는 것을

의미한다.

Wt가 P의 조건에서 zero drift를 가지는 반면 Wt는 P의 조건에서 zero drift

를 가진다. 그러므로 확률척도를 P 에서 P 로 바꿀 수 있는 동적 시스템에서 W

는 예상할 수 없는 오차를 나타내는데 사용된다.

또한 Wt 가 - X t d t항을 포함하기 때문에

만약 X t 가 시간- depen dent 위험 프리미엄으로 이해된다면 전환은 모든 위험 자

산을 무위험 이자율로 성장할 것이다.

마지막으로, 다음의 관계를 생각하자.

P T (A ) = E P [ 1A T ] =
A

T dP

A 가 무한구간인 경우 이는

d P T = T dP

이는 앞에서 간단한 예제에서 보여진 확률전환과 비슷하다.

5.1 SDE s의 응용

dS t 가 주식가격의 증분변화라고 하자. 이러한 변화는 정규분포를 따르는 무한

히 작은 충격에 의해 나타나며 S t 를 W iener 과정 Wt 에 의해 유도되는 확률미분
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방정식을 이용하여 표현할 수 있다.

dS t = dt + d Wt , t [0 , )

여기에서 W0 = 0이다.

Wt는 확률분포 P 를 가진다고 가정한다.

dP ( Wt) =
1
2 t

e
- 1

2 t
( Wt )

2

d Wt

분명히 S t는 만약 drift 항 d t가 0가 아니라면 마팅게일이 될 수 없다.

다음을 다시 생각하자.

S t =
t

0
ds +

t

0
d Ws , t [ 0 , )

즉,

S t = t + Wt

E [ S t + s S t] = ( t + s) + E [ Wt + s - Wt S t] + Wt = S t + s

여기에서

▶ S t 를 마팅게일로 변환하는 방법

▷ 방법 1 : S t 에서 적절한 평균을 뺀다.

S t = S t - t

→ S t 는 마팅게일이 된다.

▷ 방법 2 : Gir sanov 정리를 이용하여 S t 의 drift가 0이 되도록 동일척

도 P 로 변환

- E P [ S t + s S t] > S t

- E P [ S t + s S t] = S t

- 위의 전환을 위해 먼저 ( S t)가 필요

- > p.d .f : f s =
1

2 2 t
e

-
1

2 2 t
( S t - t) 2

즉, S t N ( t , 2 t)

- 157 -



- > 확률척도 dP ( S t) = f s dS t =
1

2 2 t
e

-
1

2 2 t
( S t - t) 2

dS t

- > ( S t) = e
-

1
2 [ S t -

1
2

2 t]

-

d P ( S t) = ( S t) dP ( S t) = e
- 1

2 [ S t - 1
2

2 t] 1

2 2 t
e

- 1
2 2 t

( S t - t) 2

dS t

=
1

2 2 t
e

-
1

2 2 t
( S t )

2

dS t

즉, S t N (0 , 2 t)

- 이는 S t 의 증분이 새로 유도된 항 Wt에 의해 표현된다.

dS t = d Wt

6 . Con c lu s ion

▶ S t 를 마팅게일과정으로 변환

S t 의 분포를 P 에서 P 로 바꿈으로써 변환

- > 이는 새로운 오차항 W를 사용하여 가능

새로운 오차항 W 는 W 와 분산이 같다.

S t 의 평균을 변화시킨 것은 상수를 제거 함으로써 가능한 것이 아니

라,

분포의 변화를 통해서 가능하다.

변환은 S t 를 마팅게일로 바꾸는데 사용되었다.

c h apte r 15 . E qu iv a le nt M art in g ale M e a s u re s
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- A pplic at ion s

1. Introduction

▷ equiv alent m art in gale m easures의 방법이 어떻게 적용될수있는지 알아보자.

▷ 배당이 지급되지 않는 주식 S t의 유럽형 콜옵션의 무재정 가격 C t을 계산하

는 방법

1. Black - S ch oles 접근법

(1) 무위험 포트폴리오 형성

(2) F ( S t , t)에서의 편미분 방정식

(3) PDE를 직접적으로 혹은 수치해석적으로 풀이

2. m art in gale 방법

: S t가 m art ing ale 이 되는 합성확률 P를 찾는다.

C t = E P e - r ( T - t) [ m ax ( S T - K , 0) ]

▷ 이 장의 구성

1. m art in gale 접근법의 단계적인 처리를 제공한다.

Black - S ch oles에 의해 주어진 가정에서 시작

할인 자산가격을 m art in gale로 전환시키는 방법을 보인다.

- > equiv alent m art in gale m easure P를 구한다.

2. 자산가격결정에서 두 접근법의 대응

특히 (할인)콜옵션가격을 m art ing ale로 전환하는 것이 F ( S t , t)가 특별한 편미
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분방정식- 앞에서 소개된 Black - S choles PDE로 판명된 것- 을 만족시키도록 하

는 것과 동일하다는 것을 보인다.

3. PDE 와 m art in gale은 가까운 관계에 있다.

2 . A M arting ale M eas ure

▷ chapter 12에서 무위험 포트폴리오를 형성하고 PDE의 결과를 사용하는 방법에

대해서 언급

▷ equiv alent m arting ale m easure방법은 동일한 공식를 얻기 위해 다른 방법을

적용시킨다.

- > 이 접근법을 사용하여 Black - S ch oles 공식의 단계적인 유도를 보일 것이

다.

▷ 우선 몇가지 개념에 대한 정리가 필요

- 적률

- 조건부 확률

2 .1 T h e M om e nt - Gen erat in g F un c tion

▷ Y t : 연속시간 과정( continu ou s - t im e process

or g eneralized W iener process )

Y t∼N ( t , 2 t) , Y 0 : g iv en

▷ S t : g eom etr ic process

S t = S 0e
Y t

▷ M ( ) : m om ent - gen erat in g fun ction

M ( ) = E [e
Y t ] , : 임의의 매개변수
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2 .1 .1 c al culat ion

▷ E [e
Y t ] = e

Y t 1

2 2 t
e

-
1
2

( Y t - t) 2

2 t d Y t

E [e
Y t ] =

1

2 2 t
e

- 1
2

( Y t - t) 2

2 t
+ Y t

d Y t

▷ 지수부분을 완전제곱식으로 만들기 위해

E [e
Y t ] = e

( t + 1
2

2 t 2 ) 1

2 2 t
e

-
1
2

( Y t - t) 2

2 t
+ Y t - ( t +

1
2

2 t 2 )

d Y t

E [e
Y t ] = e

( t +
1
2

2 t 2 ) 1

2 2 t
e

- 1
2

( Y t - ( t + 2 t ) ) 2

2 t d Y t

_______________________________

= 1

▷ M [ ] = E [e
Y t ] = e

( t +
1
2

2 t 2 )

▷ Y t의 1차 적률

M
= ( t + 2 t ) e

t +
1
2

2 t 2

M
| = 0 = t

▷ Y t의 이차적률

2M
2 | = 0 = 2 t

2 .2 c on dit ion al E x pe c t at ion of Ge om etric P ro c e s s e s

▷ m art in gale 방법을 사용한 금융 파생상품 가격 결정에서 조건부 기대값

E [S t|S u , u <t]에 대해 알아보자.
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▷ Y t = Y t - Y s =
t

s
d Y u

Y t = Y s +
t

s
d Y u

▷ g en eralized W ien er proces s에 의해

Y t∼N ( ( t - s) , 2 ( t - s) )

▷ m om ent - gen erat in g fun ct ion

M ( ) = e
( t - s) + 1

2
2 2 ( t - s)

▷ con dition al expect atiom of a g epm atric Brow nian m otion

E [
S t

S u
|S u , u < t] = E [e

Y t |S u ] , S u : nonran dom

▷ E [e
Y t ] : E [e

Y t ] - m onent - g en erating function - 에서 = 1일 때의 값이므로

E [e
Y t ] = e

( t - s) + 1
2

2 ( t - s)

= E [
S t

S u
|S u ]

or E [S t|S u , u <t] = s u e
( t - s) +

1
2

2 ( t - s)

- > geom etric process의 조건부 기대값

3 . Conv erting A s s et Price s into M arting ale

▷ S t = S 0 e
Y t , t [0 , )

Y t : P에 의해 분류되는 W ien er proces s

P : 자산각격 S t에 영향을 미치는 극소한 충격 후의 t rue 확률 측정치

(probability m easure )
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▷ 그러나 이런 P를 사용하지 않고 equiv alent probability인 P를 사용한다

- > 자산가격을 m arting ale 로 전환할수 있다.

▶ 이러한 확률 측정치를 어떻게 찾는가에 대한 예

▷ S t의 tru e 분포는 Y t의 분포에 의해 결정

- > 확률 P는 Y t∼N ( t , 2 t)에 의해 주어진다.

▷ 가정:

S t : 시간 t에서의 기초자산의 가격

S u , u < t: 시간 u에서 관찰된 가격

▷ 자산 S t는 위험자산이기때문에 무위험 이자율로 할인하면 그것은

m arting ale이 될수 없다.

E P [ e - r tS t|S u , u <t] /= e - r u S u

E P [ e - r tS t|S u , u <t] > e - ru S u ∵ 위험 프리미엄이 존재

▷ t rue 확률 측정치 (probability m ea sure)를 가진 할인된 과정(discount ed

process ) Z t

- > Z t = e - r tS t ; m art in gale이 아니다.

▷ 이것을 m arting ale로 전환하기 위해 equiv alent prob ability m ea sure P를

찾을수 있을 것 이다.

E P [ e - r tS t|S u , u <t] = e - r u S u

E P [ Z t|Z u , u <t] = Z u

: W ien er proces s Wt w ith P - > new process Wt w ith P

- > dZ t에서 drift 〓 0

▶ 이러한 확률 측정치 P는 어떻게 찾을 수 있는가?
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3 .1 P 결정

▷ E P [ e - r tS t|S u , u <t] = e - ru S u

S t: m arting ale

▶ 어떻게 이러한 P를 찾을수 있는가? 그리고 그것의 형태는 어떠한가?

▷ 새로운 확률 P ∼ N ( t , 2 t)

: 임의의 drift 매개변수 - > P와 P의 유일한 차이점

두 확률 모두 같은 분산 매개변수를 가진다.

▷ E P [ e - r ( t - u ) S t|S u , u <t] : 조건부 기대값

E P [ e - r ( t - u ) S t|S u , u <t] = [ S u e - r ( t - u ) ]e
( t - u ) + 1

2
2 ( t - u ) 2

= r -
1
2

2 - > N ( ( r -
1
2

2) t , 2 t) ; t rue 확률과 새로운 확률은 평균에서

차이

: 매개변수 는 변동성 과 무위험 이자율 r에 의해 고정되어있다.

선택에 있어 중요한 점은 지수가 1이 되어야한다는 것이다.

- > - r ( t - u ) + ( t - u ) +
1
2

2 ( t - u ) = 0

E P [ e - r ( t - u ) S t|S u , u <t] = S u

E P [ e - r tS t|S u , u <t] = e - ru S u

- > m art ing ale 조건

- > e - r tS t가 P에서 m art in gale 이라는 것을 내포한다.

3 .2 T h e Im plie d S D E s

▷ 두 확률 측정치를 가지고 내포된 SDE를 비교해보자.
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▷ d Y t = d t + d Wt , t [ 0 , )

dS t = [ S 0 e
Y t ][ d t + d Wt] + [ S 0e

y t ]
1
2

2dt

= [ S t +
1
2

2S t]dt + S td Wt

- > tru e 확률 P에서 자산가격 S t는

1. drift 계수 ( +
1
2

2) S t

2. diffu sion 계수 S t

3. Wt : W ien er proces s인 SDE를 만족한다.

▷ P인 SDE롸 P인 SDE의 차이점:

1. drift 계수에 차이가 있다.

, Wt Wt

dS t = [ S t +
1
2

2 S t]d t + S td Wt

= r -
1
2

2

dS t = [ ( r -
1
2

2)S t +
1
2

2S t]d t + S td Wt

= rS td t + S td Wt

- > S t를 m arting ale로 만드는 확률은 원래의 SDE의 drift 매개변수를 무위험

이자율 r로 전환 : 일반적으로 알려지지 않은 위험 프리미엄을 포함

r : 무위험 이자율

2. P는 다양한 현상의 실제 발생과는 관계가 없다.

편리한 측정치이다.
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4 . A pplic ation : T he B lack - S chole s F ormula

▷ Black - S chole 공식의 조건

1. 무위험 이자율은 옵션의 수명기간동안 상수이다.

2. 기초증권은 옵션의 만기전에 배당을 지급하지 않는다.

3. 콜옵션은 유럽형이며 만기일 전에 행사되지 않는다.

4. 기초증권의 가격 S t는 S t에 비례한 drift와 diffu sion을 가진 geom etric

Brow nian m otion이다.

5. 거래비용이 없으며 자산은 무한히 분할할수 있다.

▷ solv in g PDE

0 = - rF + F t + rS tF s +
1
2

2S 2
t F ss , 0 S t , 0 t T

F ( S t , t) = S tN (d 1) - K e - r ( T - t)N ( d 1 - T - t)

d 1 =
ln ( S t / K ) + r ( T - t) +

1
2

2 ( T - t)

T - t

N ( d 1) =
d 1

-

1
2

e
-

1
2

x 2

dx

▶ equiv alent m arting ale m easure P를 사용하여 직접적으로 Black - S choles 공식

을 유도한다.

▷ C t = E P [ e - r( T - t) C T ]

C T = m ax [ S T - K , 0 ] : 경계조건

C t = E P [ e - r( T - t) m ax {S T - K , 0 }]

▷ 단순화

- t = 0 , 시간 0에서 옵션가격을 계산한다
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- 따라서 현재 정보 세트 I t는 I 0이다. 조건부 기대값을 사용하는 대신에 조건부

기대값이 아닌 E P [ ]를 사용한다.

▷ Black - S choles form ula의 단계적 분해

C 0 = E P [ e - r T m ax {S T - K , 0 }]

d P =
1

2 2 T
e

- 1
2 2 T

( Y T - ( r - 1
2

2 ) T ) 2

d Y t

C 0 =
-

e - r T m ax {S T - K , 0 }d P

- > C 0 =
-

e - r T m ax {S 0e
Y T - K , 0 }

1

2 2 T
e

- 1
2 2 T

( Y T - ( r - 1
2

2 ) T ) 2

d Y t

- > 적분 내부에 m ax함수를 제거하기 위해 적분의 한계를 변화한다.

- > S 0 e
Y t K

Y T ln (
K
S 0

)

C 0 =
ln (

K
S 0

)

e - r T {S 0e
Y T - K }

1
2 2 T

e
- 1

2 2 T
( Y T - ( r - 1

2
2) T ) 2

d Y T

C 0 = s0
ln ( K

S 0
)

e - r T e
Y T 1

2 2 T
e

- 1
2 2 T

( Y T - ( r - 1
2

2 ) T ) 2

d Y T ①

- K e - r T

ln ( K
S 0

)

1

2 2 T
e

- 1
2 2 T

( Y T - ( r - 1
2

2 ) T ) 2

d Y T

②

4 .1 Calc u lat ion
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Z =
Y T - ( r -

1
2

2) T

T

▷ 두 번째 부분(②) :

K e - r T

ln (
K
S 0

)

1
2 2 T

e
-

1
2 2 T

( Y T - ( r -
1
2

2 ) T ) 2

d Y T

= K e - r T

ln (
K
S 0

) - ( r -
1
2

2 ) t

T

1
2

e
- 1

2
Z 2

dZ

▷ d 2

- let - ln (K / S 0) = ln ( S 0 / K )

- Black - S choles 공식의 d 2매개변수:

-
ln (

S 0

K
) + ( r -

1
2

2) T

T
= - d 2

- 마지막으로 정규분포는 다양한 대칭성을 가진다.

f ( x ) : 일반적인 정규밀도함수

L
f ( x ) dx =

- L

-
f ( x ) dx

K e - r T

- d 2

1
2

e
- 1

2
Z 2

dZ = K e - r T
d 2

-

1
2

e
- 1

2
Z 2

dZ

= K e - r TN ( d 2)

▷ 첫 번째 부분(①) :

ln (
K
S 0

)

e - r T S 0e
Y T 1

2 2 T
e

-
1

2 2 T
( Y T - ( r -

1
2

2) T ) 2

d Y T
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= e
( r -

1
2

2) T
e - r T

- d 2

e Z T 1
2

e
-

1
2

Z 2

dZ

= e - r T e
( r - 1

2
2) T

S 0
- d 2

1
2

e
- 1

2
( Z 2 - 2 Z T )

dZ

= e

2 T
2 e - r T e

( r - 1
2

2 ) T
S 0

- d 2

1
2

e
- 1

2
( Z - T ) 2

dZ

한편 H = Z - T

= S 0

d 2 + T

-

1
2

e
-

1
2

H 2

dH = S 0N ( d 1) , d 1 = d 2 + T

5 . Com paring M arting ale and PDE A pproache s

▷ 첫번째 접근법:

무위험 포트폴리오를 형성되는 파생상품의 가격을 얻는다.

▷ 두 번째 접근법 :

확률 측정치 P를 찾는 방법이다.

e - r tF (S t , t) : m art in gale

- > e - r tF ( S t , t) = e P [ e - r T F (S T , T ) |I t] , t < T

d [ e - r t F ( S t , t) ] = 0 0 t

- > Black - S choles 공식은 이들중 한 접근법으로부터 얻어진다.

- > 두가지 방법은 어느정도 관련되어 있다.

▶ 이 두 접근법의 대응을 살펴보자.

▷ 예
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- Ito ' s lem m a의 미분과 적분 형태의 적용

- Ito in teg eal의 m art in gale 성질

- Gir san ov 이론의 중요한 사용

▷ P DE와 m art in gale 접근법 사이의 대응은 두가지 단계로 살펴보자.

- Ito ' s lem m a의 상징적인 형태를 사용한다.

- Ito ' s lem m a의 적분 형태를 사용한다.

5 .1 E quiv alen c e of th e T w o A ppro a ch e s

1. e - r tS t가 W iener process와 관련된 확률 측정치를 변화시킴으로써 m art in gale

로 어떻게 전환 되는지 살펴본다.

2. 파생자산 e - r tF ( S t , t)에서 같은 방법으로 되는지 살펴본다.

5 .1 .1 c on v e rtin g e - r tS t in t o a M artin g a le

▷ SDE :

dS t = td t + td Wt

d [ e - r tS t] = S td [ e - r t ] + e - r tdS t

d [ e - r tS t] = e - r t[ t - r S t]dt + e - r t
td Wt - (90)

- > drift ≠ 0 - > [ t - rS t] >0 , S t : 위험 자산

e - r tS t : m art in gale 이 아니다.

▷ Gir san ov 정리을 사용하여 e - r tS t를 m arting ale 로 전환할수 있다.

▷ Gir san ov 정리

- I t에 적응된 과정 X t와 새로운 과정 Wt:

d Wt = dX t + d Wt - (92)
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- Wt와 관련된 확률 측정치

d P = tdP t

t = e

t

0
X u d Wu -

1
2

t

0
X 2

u d u

- X t: Gir san ov 정리의 절대조건를 만족시킨다.

- (90),(92)식에 의해

- > d [ e - r tS t] = e - r t[ t - r S t]d t + e - r t
t[ d Wt - dX t]

d [ e - r tS t] = e - r t[ t - r S t]d t - e - r t
tdX t + e - r t

td Wt - (96)

- Gir sanov 정리에 따르면 만일 우리가 새로운 확률 P아래서 SDE를 정의한다면

Wt는 st an dard W iener process이다. 게다가 만일 drift가 0이라면 P는

m arting ale m easure일 것이다.

- let dX t = [
t - r S t

t
]d t

(96) - > d [ e - r tS t] = e - r t
td Wt : m arting ale

5 .1 .2 c on v e rtin g e - r tF ( S t , t) in t o a M art in g ale

▷ 파생상품의 가격결정을 하기위하여 e - r tF ( S t , t)가 P에서 m art in gale 임을 보

인다.

▷ 두 가지 단계

1. e - r tF ( S t , t)의 SDE를 얻기위하여 Ito ' s lem m a의 미분형태를 사용한다.

2. W iener process에 Gir sanov 전환을 적용시킨다.

▷ 첫단계
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- d [e - r tF ( S t , t) ] = d [e - r t]F + e - r tdF

= e - r t[ - r F dt] + e - r t[ F t dt + F sdS t +
1
2

F ss
2
t d t]

- 중요한 문제는 dS t를 무엇으로 대체할 것인가 하는 것이다.(2가지 방법)

1) Wt와 P , e - r tS t는 m art in gale이라는 조건 아래에서

d [ e - r tS t] = e - r t
td Wt

2) 원래의 SDE를 사용하여

dS t = tdt + td Wt

- 2)방법을 사용하여

d [e - r tF ( S t , t) ]

= e - r t[ - r F dt] + e - r t[ F t dt + F s [ t d t + td Wt] +
1
2

F ss
2
t dt]

= e - r t [ - rF + F t + F s t +
1
2

F ss
2
t ]d t + e - r t

tF sd Wt

▷ 두 번째 단계

- Gir san ov theorem을 적용하여

d Wt = d Wt + dX t

d [e - r tF ( S t , t) ]

= e - r t [ - rF + F t + F s t +
1
2

F ss
2
t ]d t - e - r t

tF sdX t + e - r t
tF sd Wt

; Gir sanov 전환

= e - r t [ - rF + F t + F s t +
1
2

F ss
2
t - t F s(

t - rS t

t
) ]dt + F se

- r t
td Wt
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= e - r t [ - rF + F t +
1
2

F ss
2
t + F srS t]d t + e - r t

tF sd Wt

- 한편 - rF + F t +
1
2

F ss
2
t + F srS t = 0 ( Wt , P에서 e - r tF ( S t , t)가

m arting ale이기 위하여 SDE의 drift t erm은 0이다.)

- - > d [e - r tF ( S t , t) ] = e - r t
tF sd Wt

5 .2 Crit ic al S t ep s of th e D eriv ation

▷ 유도과정에는 몇가지 중대한 단계가 있다.

1. Gir sanov 정리의 사용

- > 할인된 자산가격이 m art in gale이 되게 하는 새로운 W iener process Wt와

새로운 P

P : equiv alent m art in gale m easure

2

d [e - r tF ( S t , t) ]

= e - r t [ - rF + F t + F s t +
1
2

F ss
2
t ]d t - e - r t

tF sdX t + e - r t
tF sd Wt

dX t = [
t - r S t

t
]d t : F s t를 제거하고 F srdt에 의해 대체되는 것으로 정의

- > Gir san ov 정리의 적용은 drift t erm t를 무위험 이자율 r로 바꾸는 것

3. e - r t를 m art in gale로 전환하는 W, P가 e - r tF ( S t , t)를 m art in gale로도 전환하

는가?

: m arting ale 함수는 그자체가 m artinglae이 될 필요는 없다.

- > 이 단계는 금융자산의 균형과 재정거래 가치와 관련
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- - > dyn am ic a sset pricin g theory영역

- > 자산가격 사이의 재정거래 관계는 무위험 이자율로 할인된 모든 자산 가격

을 m art in gale로 전환하는 유일한 m arting ale 측정치를 따른다.

- > Gir sanov전환에서 동일한 두 W, P의 사용은 자산 가격결정이론의 결과이

다.

만일 재정거래 기회가 존재한다면 우리는 이렇게 할수 없을 것이다.

5 .3 Int e g ral f orm of It o F orm ula

▷ 무위험 이자율로 할인된 콜옵션의 가치

It o ' s lemm a 의 적분 형태를 적용하여

- e - r tF ( S t , t)

= F ( S 0 ,0) +
t

0
e - r u [ - rF + F t +

1
2

F ss
2
u + F srS u ]d u

＋
t

0
e - r u

uF sd Wu ①

- t : E P [ e

t

0
( F s e ru

u ) 2 du
] < 라고 가정

- > Gir san ov T h eorem의 N ovikov condit ion이고 적분
t

0
e - r u

uF sd Wu가 P에

서 m art in gale 임을 내포한다.

- > e - r t에 의해 할인된 파생자산가격 또한 m art in gale 이다.

▷ 첫 번째 적분형태 (①)

t

0
e - r u [ - rF + F t +

1
2

F ss
2
u + F srS u ]d u : m art in gale

- > 시간에 대한 적분이고 m art in gale 은 0이 아닌 drift 계수를 가지지 않는다.

- rF + F t +
1
2

F ss
2
t + F srS t = 0 t 0 , S t 0

; Black - S ch oles PDE의 기본형태

제 16장 복잡 한 파생 상 품 구조 를 위한 도 구 들
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1. 개요

▷ 금융시장에서 거래되는 파생상품들은 블랙- 숄즈가 다룬 표준형 콜옵션보다

훨씬 복잡하다. 그래서 보다 복잡한 T ools이 요구된다.

▷ 블랙- 숄즈의 가정 中에 특히 2개는 파생상품 가격결정에 있어서 심각한 제

한이다.

· 만기 이전에 권리가 행사될 수 있는 미국형 파생증권을 다루지 않는다.

· 무위험 이자율은 향상 상수이다.

2. 새로운 도구들

▷ 이자율 기간구조와 수익률곡선의 관계(수학적인 결과만)

▷ St och ast ic proces s의 기대값과 PDE의 기본적인 관계를 규명

⇒ PDE의 관점에서, 또는 M ating ale의 관점에서 가격결정을 할 수 있다.

▷ 새로운 개념들

· gen erat or of st ochast ic process

· Kolm og orov ' s back w ard equ ation

· F eym an - Kac form ula

▷ St oppin g t im es : 미국식 파생상품을 다루다. 이는 권리행사일 자체가 확률

변수로 간주되는 것을 말한다.

2.1 금리 파생상품

▷ Bond opt ion s : 채권에 대한 콜옵션은 행사가격 K에 가격 B t 로 옵션의 소

유자에게 채권을 살 수 있는 권리를 주는 것이다.

o 가정이 2개 요구된다.

· 채권 가격 B t 는 이자율의 함수이다.

· 이자율 r t는 상수가 아니다.

▷ Cap s an d F loor s : 복잡한 금리파생상품인데, 캡은 금리상승위험을 헤지하기

위해서, 플로어는 금리하락 위험을 헤지하기 위해서 사용된다.

⇒ 이들은 B - S의 가정을 사용하여 다룰 수 없다. 즉 금리는 상수로 가정되
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지 않는다.

▷ SW option s : 할인 채권과 금리캡과 비슷한 채권에 대한 옵션을 결합한 것

이다.

▷ 금리파생상품의 만기 이전에 권리 행사 가능성과 확률적 금리가 파생자산

가격결정에 통합되어야 한다.

3. 이자율의 기간구조

▷ 재무성 증권만을 생각할 때 만기가 u 인 무위험 이자율이 r 이라면 순수할

인채권의 t 시점의 가격은

B ( u , t) = 100e - r ( u - t)

로 주어진다.

▷ 이자율이 St ochast ic이라면, 이 식은 변하는데, r t 가 시간 t (일시적인 개념)

에서의 무위험 이자율이고, 액면가치가 100인 채권은 다음과 같다.

B ( u , t) = 100E [ e

u

t
r sds

I t]

▷ 여기에서는 조건부 기대값이 사용되는데 그 이유는 r s 는 미래의 어떤 시점

의 이자율을 나타내기 때문에 현재 t ( s > t )에서는 알 수 없다. 단지 예측할

수 있을 뿐이다.

▷ 긴 만기를 가진 T - bon d도 shock에 종속되어지고, 다른 조건들이 같다면 만

기가 길수록 더 위험하다. 그래서 위험 프리미엄을 제거하기 위해서

equiv alent m at in gale m easure를 사용한다.

▷ (3)식에 대한 설명으로 3년 만기 T - bon d에 대하여 이산 시간구조를 고려하

면,

B (3 , 1) = E [ 100
( 1 + r 1) ( 1 + r 2) ( 1 + r 3 )

I 1]
이다.

단, r 1 : 현재의 이자율

r 2 : 2년째 이자율

r 3 : 3년째 이자율
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▷ (4)식에 따르면 채권의 가격은 액면가의 할인된 가치의 위험중립 확률과 같

다.

▷ (3)식은 매우 중요한 im plicat ion을 가지는데, 시간은 연속적으로 변하기 때

문에, 채권의 가격은 미래의 단기이자율의 전체적인 spectrum에 의존한다.

▷ 채권의 만기 수익률은 미래의 단기 이자율의 이용할 수 있는 모든 정보를

포함한다. 즉, 채권의 가격은 이자율의 기간구조에 의존한다.

< Def> 시간 t에 u [ t , T ]인 만기의 전체 spectrum을 가진 무이표채권이 존

재한다고 가정하자. 가격은 B ( u , t) 이고, 수익률은 R u
t 로 주어진다. 그러면 수

익률의 spectrum {R u
t , u [ t , T ]}는 이자율의 기간구조라 한다.

▷ 만기의 수익률 R u
t 는

B ( u , t) = 100e
- R u

t ( u - t)
, t < u

를 만족하는 수로 정의하고, B ( u , t)는 위험중립 확률하의 기대값으로 주어

진다.

B ( u , t) = 100E [ e

u

t
r sds

I t]

즉, 채권의 수익률을 얻기 위해서 (3)식으로부터 채권의 가격을 먼저 구하고,

식 (5)에 로그를 취하면 수익률 R u
t 를 얻을 수 있다.

R u
t =

log B ( u , t) - log (100)
t - u

▷ 무수히 많은 무이표채권이 존재한다고 가정하면, 이들의 만기들은

u = t + d t에서 만기가 가장 긴 u = T 까지 뻗쳐진다.

⇒ 이것이 연속수익율 곡선이 된다.

▷
dR u

t

d u
= g u는 수익률 곡선의 기울기 (수익률곡선의 시간에 대한 미분)을 나타

낸다. 이것은 미지의 shock과 관련이 없고, 같은 시간 t에 대해 다른 만기와

관련된 것이다.

▷ 그러나 R t 의 변화는 t 에 기인하고, r andom sh ock과 관련이 있다. 시간이

변화함에 따라 수익률 곡선은 random sh ock에 의해 shift된다.
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3.1 Relating r s an d R u
t

▷ r s 는 시간 s에 지급해야 할 이지율을 나타내고, 시간 t 에서는 s > t 에 대한

현물이자율은 알 수 없고, 단지 기대값만 구할 수 있다.

e
R u

t ( u - t)
= E [e

-
u

t
r sds

I t]
▷ 이 식에 log를 취하면 다음 식을 얻을 수 있다.

R u
t =

log E [e
-

u

t
r sds

I t]
u - t

▷ 결국 선도이자율을 정의할 필요가 있는데, 이는

F ( t , u , T ) =
log B ( u , t) - log B ( T , t)

T - u
, t < u < T

로 정의되고, 이것은 u 시점에서 시작하여 만기가 T 인 부채의 선도이자율

이라 할 수 있다.

▷ T t 에 따라 순간적인 선도이자율 f ( t , u ) 을 얻을 수 있다.

f ( t , u ) = lim
T u

F ( t , u , T )

3.1 수익률 곡선의 예제

▷ one fact or m odel

수익률 R (·) 은 현재 관찰되는 단기이자율 r t 에 의존하는 모형이다. 함수의

형태는 다음과 같다.

R ( r t , u , t) = A ( u , t) - C ( u , t) r t

함수 A ( u , t) 와 C( u , t) 는 여러 가지 방법으로 구성될 수 있다.

▷ 단기이자율 r t 의 SDE는 다음과 같다.

dr = a ( r t , t) dt + ( r t , t) d Wt

▷ 일시적인 선도이자율도 SDE를 사용하여 모델링 할 수 있다.

df ( t , u ) = af ( t , u ) dt + ( f , t) d Wu
t
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▷ 선도이자율을 표현한 SDE의 dritft와 diffu sion은 u 에 의존한다.

4. PDE를 이용한 기대값의 특성

▷ B - S의 가정에서 기본적인 PDE는

0 = - F r + F t + rF sS t +
1
2

F ss
2
t

로 주어지고, r 은 상수이다.

▷ 이 PDE는 위험중립 기대값에 해당한다.

F ( S t , t) = E P [ e - r ( T - t) F ( S T , T ) ]

단, P : equiv alent m art in gale m easure

▷ 두 가지 질문

·금리파생상품의 경우에서도 PDE을 얻을 수 있을까? , 예를 들어 어떤종류의

PDE가 채권가격을 만족시키는가?

·금리파생상품의 PDE가 주어진다면, 식 (20)과 비슷한 위험중립 기대값을 얻

을 수 있는가?

▷ r s 가 stocha st ic이고, P 가 equiv alent m easure라면,

B ( u , t) = E P
t [ 100 e

-
u

t
r s ds

]와 어떤 분류의 PDE가 밀접한 관계가 있다.

※ 이러한 관계를 설명해주는 것들이, 앞에서 말한 gen erat or s for It o

diffu sion , Kolm og orov ' s Backw ard equ at ion , F eym an - Kac form ula등이 있다.

4.1 위험중립 채권가격 결정

▷ 채권의 가격은

B ( u , t) = E P
t [ 100 e

-
u

t
r sds

]

가 되고, r t 에 대한 SDE는 아래와 같다.

d r t = a ( r s) dt + ( r t) d Wt

단, Wt : w ien er process

▷ 이 표현은 계산하기가 향상 쉽지 않다. 그래서 채권가격에 대한 다른 표현
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이 필요한데, 채권가격으로 PDE을 얻을 수 있다면, 수치적 방법에 의해서

B ( u , t) 를 계산할 수 있다.

B ( u , t) = E P
t [ 100 e

-
u

t
r s ds

f ( r u ) ]

f (·)는 두 번 미분가능하며, 또한 어떤 경계값이다.

5. Ran dom Discount F act or s and PDE s

5.1 Ito Difu sion s

▷ dS t = a ( S t , t)d t + ( S t , t) d Wt 에서 Drift와 Diffu sion항들이 오직 S t 에만 의

존한다면, dS t = a ( S t)d t + ( S t)d Wt 로 표현된다.

▷ 이와 같은 특성을 같은 Process를 시간- 동질 It o diffu sion이라 한다. 이것은

in stant aneou s drift와 difu sion항이 직접 t에 의존하지 않는다.

5.2 T he M arkov Property

▷ S t 가 It o diffu sion이고, f (·) 가 boun ded 함수이고, I t 는 t시간까지 모든

S t 를 포함하는 정보집합이다. 다음식을 만족한다면 M arkov property를 가진

다고 한다.

E [ F ( S t + h I t] = E [ F ( S t + h S t] , h >0 , for a ll t

▷ 이것의 의미는 현재의 S t 가 S t + h 를 예측하는데 필요한 정보를 모두 포함

하지만, 그 이전의 과거의 S t 는 아무런 도움을 주지 못한다는 것이다.

5.3 Generat or of an Ito Diffu sion

▷ f ( s t) 는 이차 미분가능함수이고, s t 는 시간 t에 S t 가 도달하는 값이다. 그

러면 다음식에서 A 는 f ( S t )는 기대변화율을 측정하는데,

A f ( s t) = lim
0

E [ f ( S t + ) f ( s t) ] - f ( s t)
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이는 A 는 g en erator of th e Ito diffu sion S t 라 불린다.

▷ W iener proces s는 미분불가능하기 때문에 실제 A는 f ( S t) 의 실제변화율을

다루는 대신에 기대변화율을 표현한다.

5.4 A Represent at ion for A

▷ A 는 극한값이고 기대변화율이다. 즉 시간에 대한 미소한 변화를 뜻하는데,

이는 It o ' s Lem m a와 직접적인 관련이 있다.

▷ S t 는 univ ariat e st och ast ic proces s가 다음과 같은 경우에

dS t = a ( S t) dt + ( S t)d Wt , t [ 0 , )

operat or A는 다음과 같이 주어진다.

A f = a t
f
s +

1
2

2
t

2f
s2

▷ 이것과 It o ' s Lem m a를 비교해보면

df ( S t) = [a t
f
s

+
1
2

2
t

2f
s2 ]+ t

S
f

d Wt

위식과 operat or A의 차이는

· Ito ' s Lem m a에서 d Wt 항은 drift가 0인 것으로 대체되었다.

· Ito ' s Lem m a의 나머지 부분을 dt 로 나누어진 것이다.

5.4.1 Multiv ariate Case

▷ X t 가 k차 It o diffu sion이면, SDE는 다음과 같이 주어진다.

dX 1t

·
·
·

dX k t

=

a 1 t

·
·
·
a k t

d t +

11
t · · · 1k

t

· · · · ·
· · · · ·

k 1
t · · ·

k k
t

d W1 t

·
·
·

d Wk t

단, a i t는 X t 에 의존하는 drift 계수이고, ij
t 는 X t 에 의존하는 diffu sion계

수이다.

▷ operat or A는 다음과 같이 주어진다.
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A f =
k

i = 1
a i t

f
X i

+
k

i = 1

k

j = 1

1
2

( t
t
t)

ij
2f

X i X j

5.5. Kolm og orov ' s Backw ard Equ at ion

▷ dirft a t와 diffu sion t 를 가진 Ito diffu sion S t 에 대해서 S t 의 함수를

f ( S t) 로 표현하면,

f ( S - , t) = E ( f ( S t) S - ] , for a ll t 0

단 f ( S - , t) 는 예측값을 표현하고, S - 는 t시점이 되기 전 가장 최근의 관

측값이다. A operat or를 사용하여 f ( S - , t) 가 시간에 대해서 어떻게 변화는

가를 특징지울 수 있다.

▷ 예측의 전개는 Kom ogorov ' s b ackw ard equat ion에 의해서 주어진다.

f
t = A f

▷ A의 정의는 다음과 같다.

A f = a t
f
s

+
1
2

2
t

2 f
s2

그래서 식 (39)의 같음은 PDE이다.

f t = a tf s +
1
2

2
t f ss

▷ 따라서 f ( S - , t) = E [ f ( S t) S - ]와 식 (40)의 PDE는 매우 중요한 일치를

가진다. 이 일치 (상응)은 두가지 다른 방법으로 언급된다.

· f ( S - , t) 는 식 (39)의 PDE를 만족한다.

· 또는 반대로 말할 수 있는데, 식 (39)가 주어지면, f ( S - , t) 가 발견되어

식 (42)를 만족한다.

▷ 이 결과는 f ( S - , t) 가 식 (39)의 해라는 것을 의미하는데, Kolm ogorov ' s

backw ard equ ation은 st ochastic proces s의 기대값과 P DE s사이의 첫 번째 일

치를 준다.

f ( S - , t) = E [ f ( S t) S - ]

그러나 이것은 금융시장에서 유용하게 쓰이지 않는다. 특히 f (·) 는 S t 에 의
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존하고, discount factor는 허락되지 않는다.

5.5.1 예제

▷ p ( S t , S 0 , t) =
1
2 t

e
-

( S t - S 0 ) 2

2 t
의 함수를 고려할 때, 이것은 제로 drift와

v arian ce 1을 가지는 t = 0 에 S 0 에서 시간에 따라 움직이는 W iener precess

의 조건부 밀도 함수이다.

▷ 그래서 이 precess에 대한 SDE는 dS t = d Wt 가 되고, Kolm og orov ' s

backw ard equ at ion에 적용시키면 f t = a tf s +
1
2

2
t f ss에서

a t = 0

과

t = 1

이다. 따라서 Kolm ogorov ' s backw ard equat ion은 다음과 같다.

f t =
1
2

f ss

▷ 조건부 den sity p ( S t , S 0 , t) 는 f 의 함수이고, S t 에 대한 일차 미분과 이차

미분을 식 (49)에 대체하면 얻어진다. 이 결과에 따르면 W iener proces s의 조

건부 밀도함수는 Kolm og orov ' s backw ard equat ion을 만족하고, 이 PDE는

S t 의 특별한 값과 초기 조건 S 0 와 관련된 확률이 시간의 경과에 어떻게 전

개될 것인가를 알려준다.

5.6 T he F eym an - Kac F orm ula

▷ Kolm og orov ' s backw ard equ at ion는 무재정거래 자산가격이 equiv alent

m art in gale m easure에 대한 S t 의 어떤 조건부 함수로 주어지기 때문에 여러

가지 잠재적인 사용을 가진다. 즉, 무재정거래 자산가격의 수치적 계산방법의

관점에서 실무자에게 어떤 선택권을 준다.

▷ 식 (42)의 일반적 형태의 조건부 기대값은 다음과 같다.

f ( t , r t) = E [ e
-

u

t
q ( r s) ds

f ( r u ) r t]
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이 식이 식 (42)와 주요한 차이점은 e
-

u

t
q ( r s) ds

의 함수에 f ( r t) 가 곱해졌다는

것이다.

위 식의 우변은 어떤 파생상품의 만기의 손익의 할인된 가치와 비슷하고, 또

한 확률적 이자율을 사용한다는 것이다.

▷ 자산 가격결정의 관점에서 이 변화는 매우 중요한데, 실제로 식 (50)은

q( r s) = r s

와 만기의 손익으로 선택되어지는 함수 f (·) 를 가지는 공식으로 무재정 확

률의 조건하에서 만기 u 의 파생상품의 가격을 준다.

▷ F eym an - Kac form ula는 Kolm ogorov ' s backw ard equation의 확장으로 식

(50)으로 정의된 f 의 대한 PDE를 제공한다.

< Def> T he F eym an - Kac form ula .

f ( t , r t) = E [ e
-

u

t
q ( r s) ds

f ( r u ) r t] , a ll t 0

이 주어진다면, 다음 식이 성립한다.

f
t = A f - q( r t) f ,

단, operator A는 일반적으로 다음과 같이 주어진다.

f t = a t
f
r t

+
1
2

2
t

2 f
r 2

t

▷ 따라서 F eym an - Kac form ula는 equiv alent m art in gale m easures에 의해서

얻어진 조건부 기대값에 상응하는 PDE를 제공하고, 이 P DE는 수치적 방법에

의해서 풀린다. 그 결과 f ( r t , t)를 주는데, 이것은 금융적인 응용에서 만기가

u 인 금리파생상품의 무재정가격이다.

5.6.1 예제 : 채권가격의 PDE

▷ 액면가치가 100인 채권의 가격은 아래와 같고, r s 는 시간 s에서의 일시적인

이자율이다.

B ( u , t) = E [ e

u

t
r s ds

100 r t]
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이 기대값은 equiv alent m art in gale m easure로부터 구해진다.

r t 의 SDE는

dr t = a ( r t)d t + ( r t)d Wt , t [ o , ) .

인데, 이 process는 It o diffu sion의 특성을 갖는다.

▷ F eym an - Kac 공식에 의해 B ( t , u , r t) 는 다음 식을 만족한다.

B
t

= A B - r tB

▷ 이 식에다 operat or A를 대체하면

B t = a tB r +
1

2
t

B r r - r tB , r 0; 0 t u

가 되고, 할인채권가격은 경계조건 B ( u , ) = 100 인 PDE를 만족한다.

▷ 식 (56)에 의해서 주어진 공식은 경계조건이 식 (60)인 식 (59)의 PDE에 대한

해답이다. 자산가격에 대한 조건부 기대값의 재표현과 내재 PDE의 일치를 볼

수 있는데, 금융분석가들은 좋아하는 표현으로 작업한다.

6. Am erican S ecurit ies

▷ 미국식 파생증권은 원한다면 만기전에 행사될 수 있는 함축적인 또는 명백

한 옵션을 포함한다.

▷ 미국식 파생증권을 다루는 데에는 새로운 수학적 개념이 요구되는 것이

St opping t im e이다.

6.1 Stopping T im es

▷ St oppin g t im es는 특별한 시간기간 t 의 가치로 가정되는 특별한 형태의 확

률변수이다.

▷ 는 이른 행사일이라 하면, 정보집합 I t 가 주어지면, 옵션이 이미 행사되었

는가, 아닌가를 알 수 있다. 즉 I t 가 주어진다면

t ,

이면 옵션은 이미 행사되었음을 의미하고,
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> t

이면 계약의 이른 행사 조항이 아직 이용되지 않았음을 의미한다.

의 이같은 특성이 st oppin g t im es을 정확하게 결정하는 것이다.

< Def> A st oppin g t im e은 I t 에 측정가능한 n onnegat iv e 확률변수로서

1. I t 가 주어지면, t인가, 아닌가를 알 수 있다.

2. P ( < ) = 1이다.

6.2 U se of St oppin g T im es

▷ 유럽식 옵션에서는 만기는 r an dom nes s가 아니지만, 미국식 옵션에서는

r an dom이다. 옵션이 만기에 행사된다고 가정하면,

F ( S t , t)
T = E P

t [ e - r ( T - t) m ax {S T - K ,0 }]

이다.

▷ 만약 만기가 T 인 옵션이 이른 행사가 된다면

F ( S t , t) * = sup
t , T

E P
t [ e - r ( T - t) F ( S t , t , ) ]

이다. 단, t , T 는 모든 가능한 st oppin g 기회들의 집합이다. 즉 의 가능한

결과들의 집합이다.

▷ 시간 t에서 st oppin g t im e 에 대한 가능한 값을 사용하여 로 in dex된

F ( S t , t , )의 가능한 가격의 spectrum을 계산할 수 있다. 정확한 계산을 위해

서 가격의 suprem um을 골라야 한다.

7. Ex ten din g the Result s to Stopping T im es

7.1 M arting ales

▷ M t 는 다음과 같은 연속시간 마팅게일로 가정하자.

E [ M t + u I t] = M t u >0

이 마팅게일 특성은 시간이 r andom하게 선택되어도 유지된다.
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▷ 1 , 2 는 I t 에서 측정된 서로 독립인 st opping tim e이라고 하면

P ( 1 < 2) = 1

을 만족한다. 그러면 마팅케일 특성도 다음과 같이 유지된다.

E [ M
2

I
1
] = M

1

즉, r an dom 를 가진, r an dom한 옵션행사를 가진 자산의 가격도 확률 P하에

서 여전히 마팅게일이다.

7.2 Dynkin ' s F orm ula

▷ B t 는 다음을 만족하는 proces s라고 가정한다.

dB t = a ( B t) dt + ( B t)d Wt

그리고 f ( B t) 는 이차미분 가능한 bounded function이다.

a stopping tim e은 E [ ] < 이라고 고려하면,

E [ f ( B ) B 0 ] = f ( B 0) + E [ 0
A f ( B s) ds B 0]

를 가진다. 이것이 Dynkin ' s form ula이다.

이것은 st oppin g t im e에 의존하는 함수의 기대값을 표현하는데 편리하다. 일

반적으로 operator A는 infin it esim al g en erator이다.

8, Conclu sion

▷ stocah stic process의 어떤 기대값과 어떤 종류의 PDE s는 중요한 일치 (상응)

가 있다. 이러한 결과는 실제나 이론에서 중요한데, 실무자들은 보다 편리한

방법을 선택할 수 있다.
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